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INTRODUCTION 


" Uofoi " 


Les i>n{»es qui suivent constiluMlr à peu prc'^s la substance des 
(a>nrérenees que j'ai été eliai'‘'é d«$Taii(‘ à la Sorhonne, dans h* eoui’ant 
des seconds semestres dc^^ l'i dans la Lhaire de Mécanique 

des Fluides. 

Dans lu première partie, j’ai cherché à donnei’ une idée assez complète, 
et aussi simple que possible, de la théorie des sitla<»es, concernant le 
mouvement permanent d’un solide dans un Iluide pai'l'ail. dette théorie a 
été édiliée sur les principes fondamentaux posés par Kii’chholl’, llelmlioltz» 
M. f>évi-('ivita et M. Brillouin ; des développements, prolon^'ements et 
perfectionnements très considérables ont été a|)portés ))ar div(‘rs auteurs, 
au piemi(‘r ran<» descpiels il convient <le citer M. U. Oisolti. .l’ai moi-même, 
ainsi (jue mes élèves (et notamment M. B. 'l’hirv) donné (|U(‘lques (‘ll’orts à 
la ([uestion. .le renverrai ceux (|ue la hihli<)}<raphi(‘ complèl<“ pouj’rait inté- 
resser à un article résumant l’état de la théorie en lt»17, paru dans le 
liiillelin des Sciences Maiixémniiques de 11)17. 

il est bien connu (|ue, si l’on envisaj'e le mouv(*menl permanent d’un 
Iluide parfait incompressible* par rapport à un solide (ou inv(“rsenient ), on 
se heui’te au paradoxe de d’.Memhei t dés (jue l’on n’admet pas la |)résence 
d(‘ discontinuités dans le Iluide; l’existence même de touihillons ne siilïit 
|)as poui' échapper à ce jearadoxe, si ces tourbillons l’estent à distance 
linie. La théorie des sillages est une approximation obtenue en supposant 
qu’à l’arrière du corps il se forme une plage de Iluide en repos par rapport 
au solide ; le long des bords de cette plage, le reste «lu Iluide glisse: ces 
bords sont donc des surfaces de discontinuité pour les vitesses, mais la 
pression doit y rester continue. On montre aussi — et c’est le paradoxe de 
.M. Brillouin que les surfaces de diseontinuité doivent nécessairement 


s’étendre jus(ju’à l’infini, dés «jii’on désire écarter la présence de |)ressions 
négatives dans le Iluide (ef., par exemple, 11. Vii.n.xr, Ajxerçiis Tliéorixjues suc 
1(1 RèsisUmce des Fluides, Oautbier-Villars, 1!)20). 

Dans ces conditions, la résistance totale du fluide (résultante des 
pressions sur la surface du corps), est en effet dillérente de zérf) ; l’expé- 
rience prouve (|u’elle est plus faible dans la théorie «jue dans la réalité. 

.\insi que nous l’avons dit plus haut, la première série des |)résentes 
leçons contient le «Jéveloppement de ees principes, avec l’exposé «le 
diverses diflicultés auxquelles donne lieu la tbéoi ie et la manière de lever 



ces difficultés. Nous terminerons per^la mise en évidence d'un fait qui 
semble fondamental : sur un exemple simple, nous montrons que la 
solution du problème concernant un solide déterminé peut n’étre pas 
unique ; le développement de cette circonstance, et des conséquences 
qu’elle comporte, se lira avec intérêt dans la belle thèse de M. R. Thiry 
(Annales de l'École Normale, 1921). 

Les caractères de la solution relative aux sillages, ne sont, d’après ce 
qu’on vient de dire, pas entièrement satisfaisants. Ainsi qu’il est mainte- 
nant bien classique, on sait que l’expérience fournit trois sortes de régimes 
pour un fluide rencontrant un solide donné ; en allant des vitesses faibles 
aux grandes vitesses du courant général, on obtient d’abord un régime où, 
après un décollement progressif, la configuration répond assez bien à la 
configuration théorique développée ci-dessus, à cela près que le régime 
est toutefois tourbillonnaire, les tourbillons étant placés à l’arrière, dans 
une région plus ou moins vaste que la surface de discontinuité théorique 
ne fait que schématiser. Si la vitesse du courant croît, on obtient le régime 
de tourbillons alternés de Rénard-Karman, puis le régime turbulent. (Un 
très ingénieux dispositif, dû à MM. Toussaint et Carafoli, permet de repro- 
duire très aisément ces phénomènes). Les deux derniers régimes ne donnent 
pas ù proprement parler des mouvements permanents ; mais le premier, 
dont la théorie des sillages constitue une approximation, comporte tou- 
jours des tourbillons notables. Or ces tourbillons sont dûs à la viscosité du 
fluide réel, même si cette viscosité est très faible. Il s’ensuit que pour 
étudier le cas du fluide parfait considéré comme cas limite, une bonne 
méthode consisterait à étudier un fluide visqueux, et à chercher ce que 
deviennent les caractéristiques de son mouvement lorsque l’on fait tendre 
la viscosité vers zéro. Le mouvement-limite ainsi obtenu satisfera bien 
entendu aux équations de l’hydrodynamique du fluide parfait, mais avec 
des conditions aux frontières, qu’il serait malai.sé de trouver « priori. 

C’est cette méthode qui a été suivie par M. C.-W. Oseen, le savant 
mathématicien d’Upsala, et par ses élèves, notamment par M. N. Zeilon (‘). 

La seconde partie de ces leçons est consacrée à l’exposé de la théorie 
de M. Oseen (cf. notamment : Acta Mathemalica, 34, 1911 ; Annalen der Physik, 
b. 46, 1915 ; et de très nombreux et importants Mémoires publiés dans 
l’Arkiv for Matem. (Stockholm) depuis 1906). 

Le passage à la limite annoncé comporte des difficultés considérables. 
Cela était en somme à prévoir, et M. J. Boussinesq l’avait bien mis en 
évidence lorsqu’à propos d’une question simple, dès 1880, il avait montré 
la non analycité de la solution d’un problème lorsque la viscosité tendait 
vers zéro. L’exposé de cet exemple — sur lequel M. M. Roy est récemment 
revenu (Nouvelles Annales, juin 1925) — nous rendra attentif à certaines 
complexités qui peuvent intervenir dans le cas limite. 


(1) Cf. N. Zi'Uon « On polentiul problems in the theorg of fluld résistance » Kungl. Sv. Vetens- 
kàpsakad. Handl., Stockholm 1924. 
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Nous exposons ensuite les principes de la théorie d’Oseen, laquelle est 
basée sur une transformation initiale des équations de l’hydrodynamique, 
en équations intégrales. M. Oseen est finalement conduit à un mouvement 
permanent limite, dans lequel le fluide situé à l’arrière du corps, à l’intérieur 
du cylindre circonscrit parallèle à la direction générale du mouvement, est 
dans un état tourbillonnaire particulier ; le reste du fluide est sans 
tourbillons ; des conditions analytiques qui seront exposées en détail, 
déterminent le mouvement dans l’une et l’autre région. 

La méthode employée donne ainsi une solution limite. Nous exposons 
les résultats obtenus par M. N. Zeilon (loc. cit.) dans la recherche de solu- 
tion effectives, poussées jusqu’au calcul numériques, dans des cas parti- 
culiers importants et essentiels. Nous donnons également des indications 
sur l’extension que nous avons obtenue dans le cas des fluides limités par 
des parois fixes. (H. Yillal «Sur une extension de la méthode d’Oseen» Journal 
de Mathématiques pures et appliquées, tome 1 du Jubilé de MM. P. Appell 
et E. Picard, page 429). 

Par ailleurs la surface de discontinuité constituée par le . cylindre 
circonscrit indiqué plus haut est une surface de discontinuité pour les 
pressions. Ce caractère rend vraisemblable et désirable l’existence d’une 
solution échappant à cet inconvénient. Les développements de M. Oseen 
sont donc de toute façon extrêmement importants à connaître, car ils 
devront nécessairement être des plus utiles pour la recherche d’une autre 
solution éventuelle (’). Nous serions heureux que notre exposé, qui doit 
tant aux travaux de M. Oseen, puisse contribuer à faciliter aux chercheurs 
la voie à suivre. 

Notre but a été d’exposer des théories dues, soit à divers auteurs, soit 
à nous-même, d’une façon aussi claire que possible pour un lecteur possé- 
dant les ressources ma tliématiques usuelles, mais non forcément renseigné 
à fond sur les questions spéciales. C’est en vue d’un tel lecteur, que nous 
avons été amené, dans le courant de ces leçons, à introduire par exemple 
un exposé en quelques lignes, de la théorie des fonctions elliptiques, sous 
une forme qui permet d’obtenir, en peu de mots et naturellement, toutes 
les propriétés essentielles de ces fonctions. De même, un problème parti- 
culier nous a servi à exposer les propriétés utiles de l’équation de la 
chaleur, sous une forme assez intuitive. Et en vue d’un exemple à traiter, 
nous avons donné une courte théorie des fonctions de Legendre, si 
importantes en physique mathématique. 


(1) Depuis que ces lignes ont etc écrites, les recherclies récentes ont montré combien la 
rennarque précédente se trouve exacte, à un degré presque inespéré. Car ce sont justement les 
potentiels d’Oseen eux-mêmes qui interviennent dans la construction des nouvelles solutions, 
échappant cette fois aux défauts signalés, et dont M. N. Zeilon é commencé l’étude dans les 
Nova Acta H. .Soc. Scientianim Vpsaliensis de 1927. 




TABLE DES MATIÈRES 


Chapitres Pages 

I. — Happel (le (juelques propriélés des fonctions analytiques . 1 

II. — Formules résolvant le problème de Dirichlct dans un 

cercle ou dans un anneau 9 

III. — Digression sur les fonctions clli|)ti(|ues 21 

IV. — De la repré.sentation conforme 35 

V. — Happel des formules générales concernant les fluides 

parfaits 53 

VI. — Fxposé de la théorie des sillages 57 

VII. — .\|)pIication à un exemple particulier. Fxamen des condi- 
tions de validité du cas général 69 

VIII. — - Mulli|)licité des solutions 83 

IX. — Rapi)el des équations des fluides visqueux 09 

X. — Sui- un problème de M. .1. Boussinesq 115 

XI. — Un problème particulier conduisant aux propriétés utiles 

de l’équation de la chaleur 121 

XII. — Sur quelques pro|)riétcs des potentiels 133 

XIII. — Les équations intégrales de l’hydrodynamique (équations 

de M. C. W. O.seen) 151 

XIV. — Le mouvement d’un solide dans un li(]uide de viscosité 

très faible 173 

XV. — Une détermination des fonctions a , b , c , 191 

XVI. — Calcul de la pression totale du liquide sur le solide, dans 

deux cas particuliers importants 209 

XVII. — Détermination du potentiel f dans le cas de deux 

dimensions 225 

XVIII. — Détermination du potentiel f dans le cas de trois 

dimensions. Le disque circulaire plan, en translation 
parallèlement à son axe. Cas de l’hémisphère, convexe 
vers l’avant 245 

XIX. — Digression sur les fonctions de Legendre. Application au 

mouvement de l’hémisphère dont la face plane est en 
avant 265 

XX. — Cas du fluide limité. Applications. Conclusion 285 




LEÇONS SUR L’HYDRODYNAMIQUE 


CHAPITHK PHKMIKR 


RAPPEL DE QUELQUES PROPRIÉTÉS 
DES FONCTIONS ANALYTIQUES 


Soit f(z) une foiietion analiflUiiie de la variable eoniplexe 
r = a* 4 - iij , nous écriions celle fonction 

/■(r) : ::: cp (. 1 ', //) -f i 4 II) 

en séparant les parties réelles et imaginaires. On sait iiu’une fonction 
analytique est telle (jue, en admettant l’existence et la continuité, en 
général, des dérivés de o et 4 , le rapport de l’accroissement 

d -f-/ !') à raccroissemenl d (x -f- iij) possède une limite indé- 



pendante de la direction du chemin (dx, dy) . Les conditions 
nécessaires et sulïisantes pour qu’il en soit ainsi sont les conditions 


de Cauchy : 

(V) 



0 ô ■}/ 

4 * 

ôy dx 


Ces relations (1) en entraînent immédiatement d’autres é(|uiva- 
lentes : soient ’s et n deux direction rectangulaires en M (xy) 



2 


de telle l'acon <[ue l’angle s M /» soit superposable à xoy ; on a 


à y à y d.i’ 

dn «i.s ’ dn às ’ 


et, par suite : 



à 0 / d,r d i/ (ly 

ôx ds () ;/ ds 


<> ii\J / JLÎL \ /_ l^£^ __ !!A. ' 

à y dn ^ \ / \ dn ) dn ’ 


D’oii, évidemment, les deux l'orinules : 


O') 


d d 

T/T ' T/TT ’ 

Des équations (1) ou tire : 


d .p d V 

dn ds 


A 


? 


éa-- ày^ 


0 , 



<p (‘t soûl doue deux /'o/u7/ou.s /io/7uo/uV/u('.s u.v.soc/ée.s ; si l’une est 
<'omuie, l’aulre s’en déduit, à une constante réelle j)iès, par l'inté- 
gration d’une dilTérentielle totale. 

Théorème de Cauchy. Si p et y sont continues et tinies dans 
<lans un domaine 1) simplement connexe, ainsi que leurs dérivées, 
on a : 

(*i) / (r) (/: : f P dx -- > dy f ^ \ i' + f 

4' t 1 * ■ 4 ,' t' 

pour tout chemin fermé ('. situé dans D. 

Ola résulte immédiatement des conditions (1), et la réciproque 
de cette proposition est entièrement évidente. 


Formule de Cauchy. — Soit f(z) , une fonction analytique 
régidiére (tinie et continue) dans l’intérieur d'un contour C et sur le 

contour; la fonction - J ^ " p , où r„ est un j)oinl intérieur, sera, 

” ”0 


régulière entre C et la petite circonférence c de centre 
rayon e , comprise dans C . On voit aisément (}ue : 


, de 


C MA 


0 



0 



c'^ ) (/O — ^ 2 i .. / (r()) . 

£ ~lf 
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Et comme le premier membre est indépendant de £ , on a la 

formule de Cauchy : 


/■(-o) 


.'.f L 

•2ir. 




Entre antres consé(|uences, cette loi nulle montre qu’il y a au plus 
une fonction f {z) régulière dans C et jirenanl sur C des valeurs 



données d’avance. D’ailleurs ces \al(‘urs inéines ne sauraient être 
(Mitièreinenl ai bili aires, puisipie nous avons vu (pie la connaissance 
de '-j j)ar exemple dét(*rmine ■}/ à une constante juès. Il résultera 
de la suite, (pie l’on peut se donner, jiar exemple, ç sur , et alors 
f(z) est déterminé à um* constante prés (imaginaire pure). 

Formule de Taylor. — Appliipions la formule (3) en sujiposanl (pie 
soit une circonférence de centre O . Nous jiourrons évidemment 
écrire : 



Transjioiianl dans (3), on constate sans peine (pie le « terme comjilé- 

menlaire » tend vers zéro avec — , et il vient la formule, valable 

n 

pour la fonction analytique régulière dans le cercle (!1 : 


( 1 ) 




4 — 


C’est la série de Mac Laurin que l’on jjeut écrire aisément : 
/■(-«) A») + -y r(») + ••• + -^ A<») (O) + ... 



On a, de même, la l’onnule de Taylor valable dans 
cenlre r'„ où la fonction est régulière : 


tout cercle de 


/■("u) -H 


- (1 


/■'(*'o) + 


• 4 * 


ni 


/'<'•> (-'«) + 


Application du théorème de Liouville. — Si une fonction analytitiue 
est régulière et partout finie dans tout le plan, c’est une constante. Car 

tous les coellicients ^ 0^ o) t’alculés sur une circonfé- 
rence de très grand rayon U , tendront vers zéro avec . 

Or ces coenicients (proportionnels aux dérivées /'<'•> (o) ) sont indé- 

pendants de U , donc ils sont mils, c. q. f. d. 


Formule de Laurent. — Si /'(r) est régulière dans la couronne 
circulaire comprise entre les tleux circonférences et C' , de 

centre o commun, il est clair (ju’on pourra écrire : 




f(z),h 


On transforme la première intégrale comme ci-dessus, et la 
seconde en écrivant : 


1 I 


*0 


*0 
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et l’on achève de même ; la formule obtenue est la formule de Laurent, 
de la forme : 

/■("o) = «/< -o" • 

— » 



En un poinl (remplarnnl l’origine O ) , on Irouverail : 

- 30 

Résidus — Supposons f(z) régulit*r dans C , sauf en certains 
points isolés r, , Zp . 

On pourra écrire : 

Ç r(z)dz-^[ r{z)dz+\ f(z)dz + ... +\^f(z)dz. 

Jr. J<’t JPf J P 



Mais dans C , autour du point c^ , on peut développer fi/) 
suivant la formule de Laurent ci-dessus; donc sur q on a : 



— (5 — 


/(r) = Ao -1- A, (z — Z,) -f Ag (r — z^y -f ... 
Bi B, 


+ 


-f 


Â. A.i 




4- ... 


Il est manifeste que dans l’intégration tous les termes donneront 

1 


zéro, sauf le terme en 


; on aura : 


{ f(z) (Iz = B, ( = 2 1 B, 

J‘-l J«-| - -1 

B, est le résidu de la fonction f(z) au point z, , et l’on aura enfin 
la lormule (de Cauchy) : 

^ / (z)dz r— 2 i t: Résidus aux divers points singuliers inté- 

rieurs à C . 


Prolongement analytique d’une fonction. — Soient /, (z) et j\ (z) 
deux fonctions analyticpies régulières resj)eclivement dans deux 
domaines contigus simplement connexes D, et IX> , séparés par 
une ligne-frontière / le long de laquelle on ail f] (z) — /j(^) . 

Dans ces conditions, je disque la fonction /(z), égale à f] ou /j, 
suivant (pie z est dans D| ou dans IXj , est une fonction analy- 



tiijue régulière dans le domaine total D — Dj -f- IX . Il sutïit de 
vérifier, à cet elYet, que pour toute courbe fermée L comprise dans 


D , on a 



le seul cas où il y ait lieu à démons 


tration est celui de la figure, où L empiète sur les deux domaines, 
et le résultat est évident d’après le dessin lui-même, en remplaçant 
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l’intégrale sur L par les intégrales sur L, et Lg (comportant 
chacune une portion de / parcourue dans un sens ou dans l’autre. 

On dit alors que est le prolongement analytique de dans 
la région D2 

Principe de Schwartz. — Par exemple, supposons que la ligne / 
soit une droite, le long de laquelle f\(z) , définie dans l), , prenne 



des nalenrs réelles. Il sufiira de prendre pour une lonetion dont 

la valeur en eha([ue point M soit imaginaire conjuguée de celle que 
prend f\(z) au point M symétrique par rapj)ort à / , On sera 

alors dans les conditions de la définition ci-dessus. On aura ainsi 
réalisé le prolongement analyli<iue dans le domaine Dj symétrique 
de ü| par rapport à / . Ce résultat porte le nom de principe de 

Schwartz. 




CIIAPITHE H 


FORMULE 

RÉSOLVANT LE PROBLÈME DE DIRICHLET 
DANS UN CERCLE OU DANS UN ANNEAU 


Nous pincerons dans ce chapilre la solution de deux |)rol)Ièines 
dont les résullals nous serons conslainnienl utiles dans tout le présent 
volume. 

Il s’agit acluellenient de déterminer une fonction analytique — si 
elle existe — régulière dans un cercle, ou dans un anneau circulaire, 
et dont la partie réelle prenne sur la (ou les) frontières, des successions 
de valeurs assignées d’avance, (’eci est un problème de Dirichlet un 
peu généralisé. 

Cas du cercle. — La fonction /'(r) cherchée sera, dans ce cas, 
développable dans le cercle j)ar la formule de Taylor, de la forme : 

(5) / (r) — a ^ Z a» Z- -|- a» -f- ••• 

La série étant convergente dans le cercle même, mais pouvant 
avoir des singularités à la frontière, nous pouvons, sans nuire à la 

généralité, supposer que le rayon du cercle est égal à an. Puis, sans 

nous préoccuper provisoirement de la légitirnité des opérations que 
nous allons développer, faisons, dans (5), z ~ c*'' , posons, en outre. 
On = S'il -f- ipn , et pn étant réels; il vient : 

f (e'*') = -j- ^ («n cos nO — pn sin iiO) 4- / 1 fJo + - («« 1 . 

1 11 ) 

Soit «I» (0) la fonction donnée, nécessairement périodique avec 
la période 2 t. , à laquelle doit se réduire, sur la circonférence G, 



— lo- 


in partie réelle de f{z) . Cela impose évidemment (|u’on ait, quelque 
soit 0 , 


<|> (0) =: 4- COS /lO — fl,, sill UO) 

1 


Admrtlons (pie soit développable eu série trigonométrique ; 

on en eonelnra, par des opérations élémentaires bien eonnues : 


i 

I 


1 

-O -.J“ V, ‘I*(0)d0, 

1 f’-i" 

x,, - — \ ‘l»(0) eus ;j0 (/O , 


h 

l"' 


1 

— \ '!• (0) si II /lO (}<). 

“ .0 


D’où nous tirons : 


"o or \ '''f'J) + ' % • = r ''‘(^0 

IVniaiil danstâ), il vient : 


(/O 


/'( : ) / + vr- V» + ~ V ( “ ■” ) 

- “ .'(I " \ 1 / 

Mais piiis(pie [ r ! 1 dans le eerele, on a : 


(/O 


V ~n 
1 


r e 




1 - r ('- 


D’où, enlin : 


(<>) 



La l'onetion / (r) est ainsi délinie, à une constante, imaginaire 
purt'. près. 

Cne lois la rormule écrite, il n’est pas exlrèmeinent dilïicile de se 
débarrasser des hypothèses faites en chemin, et de légitimer ('ette 
formule <i /><>sli‘riori. On peut faire voir (Cf. par exemple. Sur le problème 
(le Dirichlet dans une aire circnlaire. Bulletin de la Société Malhéma- 
ti(pie, 1011) (pie la fonction donnée par (0) résoud le problème d’une 
fa^*on exlréineinenl générale 
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Cas particulier. — Supposons (juc la fonction donnée 'l‘(0) 
prenne les mêmes valeurs aux points symétriques par rapport à Taxe 
réel, autrement dit (pie <!> (2 t: — 0) «I* (0) Alors, en négligeant la 

constante arbitraire, on voit que la fonction 




(/O . 


c’est-à-dire : 


( 7 ) 


f, (■-) ^ J; ♦(«) T-ik r lh :? 


satisfait au problème posé. 

Celle formule (7) rap[)elle de très jirés la formule de I^oisson, dont 
on peut montrer comme il suit le lien élioil avec celle-ci. 

Si d’abord dans la formule ((>) nous posons, [)our un point 
intérieur au cercle r rc" , nous trouvons de suite ipie la partie 
réelle de /(r) peut s’écrire : 


( 7 ') 


//) 


2 Z .V. 


.|>( 0 ) 


1 


/.2 


1 — 2 r cos (/ — 0) + r- 


(/O 


et la formule ainsi obtenue ne difl'ère pas dt‘ celle de Poisson. 

Supposons inversement cette dernière formule connue, plaçons- 
nous dans le cas où l’on a 'l'(2z - - 0) = 'l*(0) , et supposons cpie la 

fonction analyti(pie /'(r) cherchée soit réelle sur l’axe réel (il est 
facile de voir qn’il suflil de choisir à cet elïel convenablement la 
constante arbitraire ; alors /‘(r) sera une série de ’l’aylor à 
coetïicients réels, et prendra des valeurs conjuguées aux points 
conjugués, (pie nous noterons r — x i ij et r,, =r x — / // ; c’est- 

à-dire ([u’on aura : 

f(z) = - 9 (.V, (/) + /■ > (x, U) 

/■(-.)) ? Çt-, y) — i Cv, il), 

d’où ; 


? (*. !/) == ^\r(-) + /'(-..>] -- ? [- 4 ^ 



La dernière égalité est une identité par rapport aux lettres r et r,, 
considérées comme variables. 

On prévoit donc (pi’on aura, en égalant ces deux variables ; 

- -J {z, (>) . 


f(-) 
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Cela s’écrit sans peine : 

^ 5 o 1 — 2 zcosO + Z* * 

et, dans le cas actuel : 

1 f’r 1 ^ 

/•(z) ^ - \ . 1 » (ô) , do , 

’îjo — 2 Z cos 04-^* 

ce qui montre bien le parallélisme des deux formules. 

Problème de l'anneau. — Nous allons maintenant nous poser le 
même problème que plus haut pour un domaine annulaire, enfermé 
entre deux circonférences concentriques dont nous pourrons, sans 
diminuer la généralité, supposer tes rayons égaux à 1 et à q (q <C 1 ) . 



Aux points c*’ et q e*’ des deux frontières C et C' , la 
partie réelle de la fonction analytique /'(z) cherchée devra prendre 
les valeurs ♦^(O) ou M’( 0 ) supposées données. [Il est clair que 
et W sont périodiques avec la période 2 ir ]. 

Dans le domaine annulaire, la fonction /’(z) , régulière, sera 

développable en série de Laurent, de la forme : 


/•(r) = Oo + 1 : On 

1 1 


1 

z« 


Posons 


^^0 — *0 “H f Po » — *n -f- i Pn » bn — Y« 

les lettres grecques désignant des nombres réels ; plaçons-nous, en 
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outre, sur la frontière extérieure C , et faisons z — . L’égalité 

à ^(0) de la partie réelle de f(z) donne alors : 

«I> (0) = «0 + ^ [(«/, + Yn) cos nO — (p„ — S,,) sin nO] 

En admettant, provisoirement, que «1» (0) soit développable en 
série trigonomélriqiie, nous en déduisons : 

1 (*2r 

«n + Y« = — \ ‘I* 0) C*üS /îO (/O , 

7T Jo 

— [i /1 4- ~ ( '!» (0) sin nO (JO . 

JO 

Opérant de niénie sur la circonférence intérieure, où z = q e^'> 
nous devons avoir : 



»F (0) — a^) -j- [(an q" -f- yn <J''0 cos nO — (p,, q" — S,, </•") sin /jO] 

Et, supposant encore U'’(0) développable en série trigomnnétrique, 
il vient : 


(9) 


1 r2:r 

1 r2- 

«n q" + Y/l 7‘" = ~ *1*(0) cos nO dO , 

1 r2r: 

- B„ q» + ô„ rr» = — \ (0) sin nO dO 

' ^ TC lo 


De l’ensemble des formules (<S) et (9) nous tirerons , puis tous 
les «n , [in , Y'» » ^'1 poiii’ n O . On en déduira donc tous les 
coetïicicnts On et bn (n /^O) , et (l^f restera indéterminé quant 
à sa partie imaginaire i [io , ce qui était <lu reste à prévoir. 

Nous constatons qu’on trouve pour a„ deux expressions 
distinctes; l’égalité de ces deux expressions donne la condition d'uni- 
formité nécessaire pour que le problème soit possible. 



(10) 
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Un calcul aisé donne ensuile : 


a, 


hn 


«n ^ ('0 ‘ 1 '' + ‘ h = J*’ '*■ W + ' Pu • 

^ ^ (1 1 ijj,,) ( Ç' ('') jif '•■ (") I 

■= (I I \r .C I 


Transportant dans /(r) nous parvenons à la Idrinule suivante : 



/'(’) ■ i [^0 f- 27 + -7 'l*U0 • S . dO 

. .-(O). T., /O. 


avec 



-n i/io q'Sn -*/i 

f~~7ï7, 


'P V 7" (■" ~ 


Ces expressions sont très appropriées aux ealenis niiinéri(jiies 
approchés, mais on peut les simplilier extrêmement par rintrodiietion 
d(‘s foiiclions cllipliijin's. (Vest ce (jne nous allons faire ei-d(‘ssous, j)ar 
une méthode très simple et naturelle (|ui nous fouiiiira en même 
temps une théorie ahréf'éc de ces fonctions elliptitjues, en ce qui 
conetunc toutes les propriétés de ces fonctions dont nous aurons 
besoin. 

(Commençons par transformer S et T en utilisant la formule 
évidt'ute : 


(J . — (j'inyy 1 .7 (j'iu qiit 7 ... 7 7-"^' ... 

11 viendra de suite : 


S rzrz il (r'* _|_ il i] (c'* (>-inO 

n « 


q-In 2 -n , 


c’est-à-dire immédiatement 


S 


Z 


7‘ 


’-l 


1 


Z c 


■il 


4- 


« ( q~i’ Z C’** 

,=i i 1 — (f-P Z e-*’ 1 __ q2ph2~p\~^ 


- 7- r*’ c*'' 

q 2 p -^2 --1 
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Or, ceci peut manifestemenl s’écrire : 


( 12 ) 


S 


cî 


, dz 


— log 11 (1 — ry2»-2 e*'®) (1 — 7-“ c*' eP). 
' 1 


Et l’on trouve, par un calcul tout semblable. 


(13) T 


(iz 


— log 11 (1 — Z ('■'") (1 — r-* ('"') . 

" 1 


Visiblement S et T s’expriment l’un et l’aulre (par un changement 
de variable évident en ce (fui concerne T ) en ronclion de riinicjue 
exfnession : 


(14) I. -r: Il (1 — c (1 — (/■-" r-' ('") . 

C’est ici (jue s’inlroduironl d’elles-mémcs les ronclions elliptirfues. 

Les fonctions et cii . — Appelons <», et deux nombres 
(jui, pour le moment, seront respeclivemenl, o), réel, el o, imagi- 

^ -jl 

naire })ure ^(->1 b, — tels (jiu' l’on ait : 

(ir>) (j — (• ' t =('--> en posant t - — 

Os nombres <->, et <->■( porteront le nom de deini-pvriodvs. 
Posons encore i — i-im ^ ('tant une constante (jui 

Z<*)| 

sera précisée f)lus loin, nous définirons deux lonctions par les 
formules suivantes, où les j)roduits infinis sont manifestement 
convergents. 


(1(5) 

cc { \ ~ 

r - n — Il ' 


U) (1 - /-2) 

1 

(1 


07) 

2''>i 

<7 U r r 1 

r 2 / 

X 

II ^ 

1 

— 7’-^" /--î) (1 - (/2« /-2) 

' (1 — 72»)''' 


Un sim])le coup d’(eil permet de voir (fue L s’exprime aisément 
au moyen de . Mais avant de faire ce calcul nous tirerons des 
définitions (!()) et (17) (juelques propriétés évidentes, (fui montreront 
dans (fuel but on a fait figurer aux seconds membres les facteurs 
précédant les fuoduits infinis. 



On a d’abord : 


Cg (o) = 1 , a (o) = 0 

Cherchons à développer en par rapport à « . Il est clair 

qu’on pourra écrire : 


(17') < 


eu 


2 


«O, / r. U 

Tt \ 2 OJj 


^3 l|3 


h . 8 . 10/3 


M 


+ • 




( 


1 + -Vi‘^ + ^ + ...) 


2 (»> 


8 0,2 


„ j (1 - 72»)2 f q2,. 


(1 — q 2«)2 


o,- 

r* /|2 

C O j ** 


H- ••• 


Le dernier produit infini [)eut s’écrire 




,2fi 


(1 — 7 ' 2»)2 


” + ••• 


De sorte que nu apparaît maintenant comme une fonction impaire 
entière en u , dont le premier terme est u . Le terme suivant, 
en /J* , a pour coefiieient : 





2 






Xoux choisirons v,, de façon à ce <fuc ce coe/Jicient soit nul, de 
telle sorte (|iie nous aurons la relation : 


« Tl D) 


- - f l 


4 7’2 


(1 


2/1 ~| 


qui définira f,, . Kt le développement de au sera de la forme 


(17") 


u ~ : « -f A U' -f B IV ... 


Formons maintenant l’expression 03(11 4- 2(»,) , en observant 

que la transformation n ] « -f 2 o, donne les substitutions corres- 
pondantes n I n 4- 1 , / I — / , il vient : 


O 3 (u -f- 2 o>|) rr U 


(1 — /2)(1 — 72»-» /-2) 

(1 — 72«*1)» 



On a donc : 


__ 17 _ 


(18) 


<T., (il 4 - 2 (.»,) — <* 2 -, (»+...,) II 


F'aisons de même les subslitulions simultanées ii j n -|- 2 t», 
i; i P , t \ (jt ; nous obtiendrons : 

[i - /-2) (1 - r 1^) ... (i - '-") (I - </'■”) (1 - '/•' ... I 

* (1 - 

Or le crochet du second nombre est égal à 


1 



1 — <i 


ü (1 __ ^^2n-I (iy ( 1 __ fj2n-\ (-2) 


De là on tire aisément : 




r, I ü> I DT-f'2r, I », I T* 


Délinissons maintenant un nombre 7., par la relation : 


(19) 


/ 71 

Tjj (Dj ^ . 


Un calcul élémentaire nous donnera : 


(2Ü) 


0 ^ ■ 4 " 2 (>».,) = e> 2 '. 3 (H+-.a) Il 


Un calcul tout semblable elTectué sur au nous conduira de 
même aux deux l’ormules : 


(21) 


cr (// -j- 2 ôi)) = — e2M(«+ -.) (J U 

a (il 2 <».,) = — f'2r,(H+-.») (J II 


Relions encore ç, a et au par une formule importante. A cet 


2 





— 18 — 


effet, cherchons à former (s.^ (ii ~ m.j) ; les substitutions u\u — wg , 

_j 

V \ V — , t \ t q ^ , donnent : 




[(1 


— ‘"a) — 

/<) (1 _ qî ti) ... (1 _ qî /-2)(1 _ qi /-2) ...] . 


Le crochet reproduit le produit infini qui figure dans au , avec 
le fadeur supplémentaire 1 ~ --=i A (/ __ /-i^ Ou yu conclut 

aussitôt : 


aa (u — 





i r 

O., 


11 ( 1 — 
11 (1 — 



Le crochet représente une certaine constante C, à laquelle on peut 
donner une expression plus condensée; de la formule 


a a (u — ««g) — C e-'t" a u 
nous tirerons, en effet, en y faisant ii -=■ o., , 

1 ..;:z c C '•>'“> a Oi-a . 

De sorte <iue, finalement, nous aurons ; 


( 22 ) 


(7;, (/I — <.).,) ~ 


U 

7 <»>*j 


Les fonctions Cjn et • — On a rhabitude de désigner par 
C;, et Ku les dérivées logarithmiques de <t.., u et au 


(23) 


îig U=r. 


C g 11 

<7.g 11 


11 


a' U 
a 11 


Les formules (14), (16), (17) et (18), dérivées logarithmiquement, 
nous donneront immédiatement les propriétés suivantes : 


(24) 

, ^3 (” + 2 o><) 

= S3 11 -1- 2 T„ , 

^3 (** + 2 “>,g) 

2:3 11 -f- 2 

I ^ (W 4 " 2 toj) : 

- C 11 H- 2 T„ , 

^ (w -j- 2 u>3) = 

s 11 + 2 

(25) 


^3 0 ^ “ 3 ) — 

■ ^ ^i3 * 





Expressions de L , S , T . — Ceci étant, revenons à notre 
fonction L définie par (14). 11 est tout à fait clair que L coïncide 
avec 53 fl , au facteur exponentiel près, si nous faisons ; 

Z (f^ c-'® =: /- , et par suite : 

( J ) ( t ) 

Il ==: 2 <0, Il = log / = (log 2 -- I 0 — log q) 


log 2 

I 7 t ® 


0 OJn , 


Nous aurons donc 

(26) 

Et, par suite, d’après (12) : 


(-p- log r - 

- < 0 - 

- (I)q 


Vit: ^ 

TC 

«> 

y 

/ - 


11(1 — 


S 


d log L 
dz 


0)i / 0)| , (»)i \ 

'"«-- — "-“O 


^'1 *”l I..., ~ I ' ^'*1 


log 2 4- 


71' 


0 + 


* '^1 
71 


Simplifions, en utilisant la formule (25), puis transformons le 
terme constant au moyen de l’égalité (19), il vient : 



On aura de la même façon : 

T = — r log L, , avec L, L (q z) , c’est-à-dire, d’après (22) : 


L, - fl (1 


_ g2n-iy 





( logr - iO )« 




D’où enfin : 


(28) T = — 


<») J 

TÎT^:. 



77* 


loge -f 


1 r, ou 


77= 


0 


Portons les expressions (27) et (28) de S et T dans la formule 
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(11); le terme en ^ |og et disparaîtront à 

cause de la condition (10), et il viendra : 



Cette formule fondamentale une fois obtenue (Cf H. Villat, Sur le 
problème de Dirichlet dam une aire circulaire. Rendiconti del Circolo 
Matematico di Palermo, 1912), il est possible de la légitimera poste- 
riori, et de la rendre indépendante des hypothèses que nous avons 
admises dans le courant des calculs précédents. Je renverrai le lecteur 
à mon Mémoire pour cette vérilication détaillée. 

Dans le Chapitre suivant nous ouvrirons une parenthèse en vue 
de développer quehjues propriétés des fonctions elliptiques et des 
fonctions (|ui s’y rattachent, dont les éléments viennent d’être donnés 
dans les lignes qui précèdent. 




CHAPITRE III 


DIGRESSION 

SUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES 


Dans le Chapitre })iéeé(lenl, nous avons été amené à iniroduire 


deux nombres 


el 


(demi-périodes), nous avons j)osé 


q — e ' ' ; puis deux conslantes r„ et y,-, ont été définies j)ar les 
relations : 



2 Y J (■>! 





« 4 q^'^ 1 

7 


i TC 

"’.'i \‘i '"1 


Enfin, il en est résulté, par les formules (Hi), (17), (2.‘1), la défi- 
nition des foncfions <13// , <ii/ , ^ . Avant de développer 

plus avant la propriété de ces fonctions el de plusieurs autres (jui s’y 
rallachent aisément, nous observerons (jue rbyj)olbèse faite au début, 


relalivcment à la réalité de <0, et de 


0).i 


est tout à fait inutile 


pour la suite des définitions et des raisonnements, faits ou à faire. 
Celte bypolbése n’est nécessaire pour l’application (|u’à cause du sens 
géon)élri(pie de la quantité q (rayon de notre circonférence C' ); 
mais toute une théorie des fonctions elliptiques peut être obtenue par 
les memes formules que ci-dessus, en sup[)osant seulement (pic les 
deux constantes ti>^ et ont leur rapport imaginaire, et plus 


précisément, que si l’on pose z=z r = a + ib , le coefficient b 

est posil if (on verra, dans un instant, la raison de ce signe, et à quoi 
il correspond). 

On convient d’appeler /;ara//é/ogfrani/nc des périodes, un i)arallélo- 
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gramme construit dans le plan de la variable u , avec les deux 
vecteurs 2<u, , 2 <03 ; le plus simple est celui dont un sommet 

serait à l’origine; en marquant dans le plan tous les points d’affîxes 
2 m (I., -f- 2 /I ( in et n : entiers, positifs, négatifs ou nuis) on 
obtient le sommet d’un réseau formant une iniinité de parallélo- 
gramines des périodes. Ces points sont appelés les points-périodes. 

Fonction 'ju . — Si l’on se reporte à la définition et aux déve- 
loppeinents antérieurs, nous savons que c/i est une fonction entière, 
véritiant les é(iuations : 

( 31 ) 1 (« 4- 2 <!),) ~ (J n , (n -f- 2 0)3) = — ,) ^ u . 

Le produit inliui ((ui figure dans la formule (17) des précédents 
chapitres, nous montre que <j u s’annule pour (et seulement pour) 
/ = 4: 1 , / :: h q'* , c’cst-ù-dire pour n ~ 2 /« o», 4- 2/}(o., , c’est- 

à-dire (j ne /c.v zéros de n ti sont les points-périodes. Ce sont tous des 
zéros simples. 

Fonction ^n . — On sait <|ue le développement de n est de 
la forme : 

r; u — Il f A ir f ... 

On aura donc : 

^ n' n 1 -|- 5 A 4- ••• 

; J| = — ; r ; 

<T n u 4- A U’ H- • •• 

Au voisinage de /i — 0 , le développement de sera donc 

de la forme : 


1 

( n rr: (- 4 A -f- . . . 

U ' 

j; « est donc une fonction impaire admettant n 0 i)Our pôle 
simple avec le résidu 1. 

Les formules : 


(32) ;(«-}-2...,)=:;« 4-2r., 


;(«-f 2<.*3) 


l u 


+ 2 


} , 


déjà démontrées, prouvent que tous les points-périodes sont également 
des pôles de même résidu. 

Ces mêmes formules, dans lesquelles on fait /i — — <.>, ou — wg , 




en se rappelant que C u est impaire, donnent imrnéditement ; 

(33) V, I = ^ (»f , ^ ci»^ 

Remarquk . — Il est intéressant de noler ce que donnent précisé- 
ment ces formules (4) lorsqu’on fait usage de la définition même de 
(7 H , et de ce qui en résulte pour Cn , on a : 


2 


0)| 


fjll 


Donc : 




sin 


2(0, 


2/1 




\ii — ■gi h ~ 

J, <t>l Z <i>| (I 

II 

Ir — 

i - f-, j fy-'i e e 


•r,. U 


(t), 


II 

-Ir — 


. If 

-(Tl- 


‘”1 ’ 

\ 1 — (f^'> e 1 — q2ii i> 


I^oiir /; - r (. 1 , , (' • devient égal à — 1 et l’on Irouve l’idenlilé 

Y,, = 7,1 ; pour II -- , on a : 


Colg ^ 
(')| 


Donc il vient : 


r + 7 _ • 7 + 1 

1 J 7 - - 1 


T — 7 


pins(jue 


e q 


(34) 


2 7 

l 7t / f/-'* + • 


” / 7 4- I , 'il 

c 4 ’t" 


1 


/ 7: 

a., T \ 1 — 


(»>l 


i2/i-l 


/2/i-fl 


, 2 / 1-1 


Dans la somme II , tous les termes disparaissent, sauf un, et il 
reste la formule qui définissait primitivement y,., : 


■'ti ‘".'t 


■'i.T ‘”I 


1 / f ~t~ 7 

2 V 1 - - 7 


‘^7 




Du moins les choses se passent ainsi, avec évidence, si q est 
réel et plus petit qne 1 . Si nous nous j)laçons dans le cas général 
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où <•), et sont quelconques avec — ^ r=r a -}~ i h (b > 0) , nous 

O», 

voyons que le résultat subsiste, car la somme des n premiers 

q'^n+i q 

- — , dans laquelle 


termes de la somme 1) est 


■r(a+il>) 


1 


/i/l-f 1 


1 


e ‘ 

écrite tend vers 


q r.=: (' ■ r— e'«' , on a <lonc | (/ ] = e <; 1 * et rexj)ression 

-- pour II infini. Au contraire, si Ton avait 


1 


supposé /) > 0 , 1^1 étant supérieur à 1 , la même expression 


tendrait vers la limite 


1 


1 


; dans ce cas, la rormule (34) 


exigerait (pi'on eût — ■/;, <•>, 


i - 


. On voit donc nettement 


ici rimportanee donnée au signe de ni 


Fonction p u 


Nous jH)serons par définition : 


P II 


C' n 


— 12 A ir-î + 

/I- ' 


le dernier développement eoneernant l(‘ voisinage du point n — 0 . 

Cv p(ûnt est donc un pôle double de p n , avec un résidu mil. 

Des rormules (32) on tire de suite par dérivation : 

(35) P (n -} 2 O.,) — pu , />(/»+ 2 c.;) pu . 

La l'onetion pu ad iiiel donc le.s deu.v périodes 2 oi , 2c;j ; c’est 
une fonction uniforme doubleinenl périoditiue ou fonclion elli/>li</ue, (pii 
possède, par suite, pour pfiles (doubles) tous les points-périodes; la 

partie principale est pour le pi'ile u = 0 ; il n’y a pas d’autres 

points singuliers (pie ces points-périodes. 


Envisageons 


Un théorème général sur les fonctions elliptiques, 
un parallélogramme des périodes, construit au moyen des deux 


vt'cteurs 2<.>, , 2< '^ , et formons l’intégrale fh'{u)du , F (n) 


étant une fonclion ellipticpie, c’est-à-dire une fonclion uniforme, 
ne possédant, à distance finie, d’autres singularités que des poles^ 
et l’intégrale étant étendue aux côtés du parallélogramme. A enuse 
de la double périodicité de F(ij) , il est évident que la valeur de 
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celte expression est nulle. Mais, d’autre part, si nous app]i({UQns 
à la même intégrale le théorème de Cauchj' eoncernaut tes résidus, 
elle est égale à 2i7: multiplié par la somme des points singuliers 
intérieurs au parallélogramme. La wmme de ces résidus est donc 
nulle. 



Si nous api)li(iuons ce résultat à la Idnction elliptique • 

nous voyons de suite (|ue : le nombre des zéros d’une l'onction 
ellipti(|ue F(//) dans un parallélogramme des j)ériodes, est égal au 
nombre des pèles situés dans le inêine parallélogi ainine ; chacun <les 
zéros ou des |)èles étant compté aulant de l'ois qu’il y a d’unités dans 
son ordre de multiplicité, (k* nombre total est appelé l'ordre de la 
l’onction ellij)tique. Ainsi la l'onction pu est d’ordre 2. 


Les dérivées de /) u . — La dérivée p u , et toutes les dérivées 
suivantes, sont évidemment des l’onctions ellipticpies et, alternati- 
vement, imj)alres et paires. 

On a, notamment : 

// (u d 2 // U 

Pour u — (. 1 , , ceci donne : 

p' ((.,,) p' ( <.,^) p' ((..,) , 

Donc, //<•)! étant fini, en vertu d’un raisonnement des plus 
élémentaires, nous en concluons : 

p' (.), ~ 0 . 

F^t, de même, on aura : 

p' O),, r— 0 et aussi />' (c., -j- o.,) = 0 

Donc 

t.>j , , <.j, -f sont des zéros de p' a . 
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Ce sont (les zéros simples, car />' u est une fonction de troisième 
ordre (n’ayant ([u’un pôle, triple, dans un parallélogramme des 
périodes; ce pôle est le point-période intérieur au parallélogramme) 
cl il ne saurait avoir plus de trois zéros simples distincts dans un tel 
parallélogramme. 

L’équation différentielle de p n 

Des relations : 


P II — ^ -{■ ... 

2 

P 4 2 an f ... 


dans les(juelles les termes non écrits représentent des 
(paire ou impaire respectivement) contenant soit n* 
facteur, on lire immédiatement que la combinaison : 


séries entières 
, soit n‘ en 


P n- — 4 />•’* n + 20 a p u 

est une série entière en u . C’est donc une fonction entière (pii 
reste finie (Ions loiii le pion puis(iu’elle reste finie dans un parallélo- 
gramme (le période, le seul p()le possible (point-période) ayant disparu 
dans la couslruction même. Donc, d’après le théorème de Liouville, 
celle expression est une conslanle. 

Il existe donc deux nombres constants (|u’on a riiabitude de 
désigner par //j et j/., , tels (jue la fonction pu vérifie 

l’identité. 


(ac*) 


j/i n zz- 4 yp n — p II — (f.^ 


Mais on sait ([ue // ti s’annule j)Our n o, , o)., , w, -f o., 
Posons, suivant la coutume : 


C| — p Cl, C-, — p CI.. Cj -- p (c)| -f- 03) 

Les trois nombres c, , Cj , c., , sont distincts, car si l’on 

avait, par exem[)le, c, = , récjuation pu — c, 0 aurait (/cn.r 

racines dnnhles (n - o, et n ~ o, -j- og) dans le parallélogramme 
des périodes ((u’indi((ue la fupire en trait plein ; or la fonction p n — c, , 
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comme pu , est seulement d’ordre 2, elle n’a qu’un pôle (double), 
U = 0 dans ce parallélogramme. 

De là résulte que la formule (36) peut aussi recevoir la forme 
suivante : 



Dans le cas particulier, à beaucoup près le plus important, à 
telles enseignes qu’on l’appelle le cas normal, où o)| et -j- sont 
réels et positifs, tous les coelTicients de pu (déduits de rex|)rcssion 



(13') seront réels et, par suite, pu étant paire, les deux nombres e^ 
et c-t seront des nombre réels. D’autre part, en identiüant (36) et (37), 
il est clair qu’on a ; 

(38) c, 4 - c., + c;, == 0 


Cj sera donc, dans ce cas, également réel. 

Il est facile de voir (jue, dans ce même cas, on a c, >» e., c, 

Car si u varie, en restant réel, de 0 à <», , p u est réel, continu, 

et ne change pas de signe puisqu’on ne rencontre dans l’intervalle ni 
un pôle ni un zéro de pu . Donc // u reste négalit comme il 1 est 

2 

au départ où la partie principale était — . C’est dire (jue pu 

décroît dans ces conditions de 4- u — p «oj , sans que 1 on 
rencontre chemin faisant de zéro de p' u , c’est-a-dire sans (|ue 
P II prenne les valeurs et . Donc est bien la plus grande 
des trois racines du second nombre de (37). Pour une raison analogue, 
en faisant varier u de 0 à «)-, , en restant purement imaginaire, 

on constate que e-, est la plus petite racine. 
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ou, à cause de (3,3), la première des trois formules suivantes : 

~ g-i) . 


(43) 


O (il -j- = e, 4- 

P (u + toi) = ^3 H- 

/> (u -f- (I)J ,-f- <^>3) — Crt -|- 


p II — e, 

(e, — <4 ) (e.) — eg) 

P II — P3 ’ 

(<•? — *‘\) jcj — <•3) , 

P U — e» ’ 


dont les deux dernières se démontrent d’une façon semblable. 

Dans le cas normal et réels et positifs^ ces formules (43) 

montrent immédiatement que pu varie, en restant réel, et en 
décroissant constamment, de -j- 00 à — 00 , et en passant par les 

valeurs e^ y , e., , lorsque u décrit dans le sens positif le 



contour du rectangle 0 , <0^ , -j- 0)3 , w, , 0 , de la figure. 

Revenons au cas général. Dans (39) faisons v =-- ^o^ , il vient : 


Pi’ — f'i “ 


(T (il 4 - O^) (// — (..,) 

(T- Il (j2 (1)^ 


Mais, d’après (21) on a : 


a (il 4- (o^) — — c (il — (o^) . 

Donc on a la première des trois formules suivantes, qui se 
démontrent naturellement de même : 


pu — e^ = 


O- (u — (Oj) 

C- U d- Oj^ 


9 


p u — «3 =: e2^3*' 


(u — CI3) 

(J- u G- (IJ3 ’ 


pu — Co — e2(^.i+rs)u 


d* (il — O’^ — ^*^3) 
d^ Il d“ (t'Jj 4 “ **^3) 


( 44 ) 
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Fonction <ia » On a l’habitude de désigner par «j, « , «ij/i , 
«3 II , les trois fonctions entières. 


(45) 


rj. U (T (<04 11) , 

‘ (J 0)j ^ * 

IZ = 7 ; fl (coi -4- (Oo ZZ) , 

G (^(»>| -f- (1)3 * * 

zz — G (o)o — zz) , 

G (o.^ 


qui sont visiblement telles que c, (0) = s» (0) = 5-1 (0) 1 , (les 

facteurs constants ont été naturellement placés dans (40) justement à 
cet etïet). On aura alors pour a — 1, 2, 3 ; 


(4(>) 


/ T. Il Y 


5„ Il 


et la fonction uniforme — — représentera une des déterminations du 

<7 II * 


radical \/pii — c» . 

L’équation différentielle (37) permettra maintenant d’écrire : 


(47) < et, par suite : 


U 


P « 


Il c-a U 5^3 U 
_ti .. > 


G*' U 


Gj U Go U G3 II 
G-’ Il 


le signe h prendre étant évidemment le signe — , comme on le voit 

en faisant tendre ii vers zéro après avoir multiplié par iP . 

Remarque. — On constate immédiatement que la fonction g^h , 
définie par (49), coïncide avec celle qui. sous le même nom, nous a 
servi de point de départ au Chapitre précédent. En effet, celle-ci était 
liée à G II par la relation (22), qui ne diffère de l’équation que nous 
venons d’écrire, que par le changement de ii en 0)3 — u. 


Fonctions u . — Comme l’indique une généralisation toute 
naturelle, on posera : 


U 


(48) 


L U - 


c?« U 


(« = 1.2,3) 
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en sorte qu’on .n les trois fonctions impaires : 

<j' (o»j — II) 


« 


(49) 


I "*1 •• - 'Il ~ ^ ^ “f" ‘‘m) ^11 • 

l fj (f)l — fl f 

y (Cf (45) et (32)) 

I Ç ~ 7, J -{- -j- s (n ü)j «t)^) = (u 4- «»j -f" (O .,) T,j . 

\ C;, U = 7^ 4- C (» — <••;,) = Î; (« 4- «.3) — T, 3 . 


il est important d’évaluer les dilTérences telles que — î;, « . 

A cet elTet, parlons de la formule (40) et faisons-y v — t», , il vient : 


1 p' U 

“2 777i - e, 


C (il f <•>,) — c « 


/I — s U 


On a doue les formules : 


(50) 


l. a 


Cl/ 


2" 


P II 


P U 


i\ 


qui se démontrent toutes de même; et, par dilTérence, nous trouvons 
des formules telles ((ue la suivante ; 


(51) 


>1 


U 




// 



(pu 


<’) C'A 

— l'j) (/>'i <’;)) 


(|ui nous seront également utiles. 

Nous aurons également })esoiii d’utiliser le théorème suivant, 
relatif spécialement au cas normal. 


Théorème. — Dans le cas normal 
pour 0 Il . ou a : 



^ réels et positifs^ 


(52) 


P (il) Il 0 . 

(.), 


lùi elTet, par déilnition, on a : 


P (il) ; (Il — O,,) 4- Y„ — 


et la dérivée de celte fonction est : 


I>'(i/) — ju (n — ) i 

^ * (t) J 
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Dans rinlervalle 0, <o, , celte dérivée varie, toujours dans le 

même sens, de — c, — à — oo . Elle sera donc toujours négative. 


si je prouve (jue c, 4- 


est positif. Admettons pour un instant ce 


fait, (pii sera vérifié plus loin. Il en résulte (pie P(n) décroît de 
0 à — oo , et (pi’il est, par suite, toujours négatif. G. (]. f. d. 


Reste rinégalilé e, 




0 , à dénionlrer. Or celle-ci est 


prescpie évidente si Ton se reporte à la définition (45) de a, n . Nous 
avons, d’autre pari, à cause de (17) : 


a 11 


2 


sin 


TT 


TT U 


L 0)| 


ri II» 

Il 


(1 - - 1 ^) (1 — /- 2 ) 

(1 - 


II 

lr~ — 

avec / -- (*'"" e 

La tranfornialion de ii en ii — <», change / en — il , de 
sorte (pie : 


a (il — <•),) “ — 



Tt II — 5- 

eos Ti e “* ^ 

JL 


(1 + (/2» /^) (1 -f (Z^» 
(1 - g^-y 


Donc, en désignant par C, une constante évidente, on aura : 
ç, Il = G, cos 11(1 -1-2 (/^« cos -j- (/4»J . 

m 

Mais (îoinine on a <71 (0) = 1 , on voit (pi’on lient donner à G< 

l’expression ; 

'r 

G i— 

' 11(1 + (y<*y ■ 

Et, par suite, on a : 


H* 


a, Il = cos 


t: Il 


2 


II 


O). 


1+2 r/2« cos + (/'•" 

l’ii 

(1 + 
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En dérivant logarithmiquement il vient : 


i;, « = ; (il 4- o.,) — 


<7 f IJ 
<7| If 


2(0, 


. TC IJ 

"ô": + 


(i> 


■fti U 

M, 


2 II 


q'^" si 11 


it JJ 


C#>j 


<04 


n II 


1 -f- 2 COS [- // 


4 fl 


Une nouvelle dérivation donne enfin 


P (ij + 


1 . 

4 a ' <"1 

1 * 


cos- 


2 <.., 


2 7r« 


<i> 


a - 


4 7C^ 


<•>4 



1/“^” CO S 


CT II 


*1 


1 + 2 q^" COS 


1 /*'* sin- 


X II 

CO, 

rr II 

(O, 


+ 7 


1 4 2 cos 


T. Il 


-f- 1/ 



Il n’y a qu’a faire ii = 0 dans cette formule pour obtenir 


(53) 


f, -f 


-mi 


4 co.-i 


+ 


2 

Co,- 


,‘ln 


(1 1 - 


0 


ce (fui met en évidence fini'galité demandée. 



CHAPITUK IV 


DE LA REPRÉSENTATION CONFORME 


Soit f (z) ~ 9 (x, y) (•i*. y) wiie fonction analytique de la 

variable r = .r + iy . 

Les formules X = 9 (.r, y) , Y — (a*, y) déllinissent une 

correspondance en Ire les points m (a , j/) du plan z — x i y , 



et les points M (X, Y) d’un autre plan Z — X-f-ZY . Cette 
corresj)ondance est déterminée par la simple équation : 

(54) ■ Z=f(z). 



Soit mm' un petit déplacement dz à partir du point z , et 
MM' le déplacement correspondant dZ à partir du point Z . 
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Nous aurons, avec des notations évidentes sur la figure : 

dz — ds . . </Z ~ d wS e'*'* . 

Par ailleurs, la fonction f (r) étant analytique, est pourvue d’une 
d’une dérivée unique en cha(|uc point {x, y) , et l’on a : 

dz = f (z) dz. 


Plaçons-nous en un point où Z' (') ne soit pas nul ni infini; 
écrivons f (z) sous la forme lrigononiélrit[ue Ac'", il est clair 
que nous pourrons écrire (en choisissant les déterminations conve- 
nables pour les angles) ; 


dS 

ds 


= A , 


H — 0 = a. 


Comme A et a sont des nombres (jui ne dépendent que du 
point z , nous pouvons conclure : 

P* Dans la correspondance entre les plans, le rapport des dimen- 

(l ^ 

sions infiniment petites - autour de deux points correspon- 


dants, reste fixe; 

2" L’angle sous le([uel se coupent deux courbes se croisant en m 
est conservé, en yrnndenr et en sens, car si les petits déplacements sur 
les deux courbes sont ds . <•*'' et (/.s-, e''‘> , et sur les courbes corres- 

pondantes dSc'" et (/S| (’"■*< , on aura, d'après ce (jui précède : 


H, — H ~ 0, — 0, 

Par consè(iuenl, à une petite figure placée aux environs du 
point r , il correspondra une petite figure, dans le plan Z , 
autour du point Z , figure semblable à la première et sembla- 
blement disposée. 

La correspondance ainsi constituée porte le nom de représentation 
conforme d’un des deux domaines envisagés sur l’autre. 

Des réseaux de courbes orthogonales correspondront, dans la 
transformation, ù des réseaux également orthogonaux; ainsi, les 
familles de courbes .r — C*' , y — ou X “ C* , Y = 
correspondront à des familles orthogonales. 

Hkmahqiîk. — Il va de .soi que des points pour lesquels f' (z) 
serait nul (ou infini) échappent à la démonstration précédente; en ces 
points, les propriétés géométriques ci-dessus peuvent être en défaut. 
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Représentation conforme d’un domaine sur un autre. — Le pro- 
blème qui se pose clans la pratique, est celui-ci : on donne, dans 
les deux plans z et Z , deux domaines D et A , (délimités 
par des frontières G et P ) et il s’agit de trouver, si possible, 
une fonction analytique régulière dans ces domaines, Z =:/ (-) , 



réalisant la représentation conforme de l’un sur l’autre, .le laisserai 
de côté la démonstration des théorèmes généraux. On démontre cjue, 
lorsqu’il s’agit de domaines simplement connexes (c’est-à-dire tels que 
toute courbe fermée inlérieure au domaine puisse être, par déforma- 
tion continue, réduite à un point sans sortir du domaine), on peut 



toujours réaliser la transformation, et qu’on peut faire correspondre à 
trois points donnés de la frontière G , trois points arbitraires du 
contour P : on doit toutefois supposer cjue les points en (|uestion 
se succèdent dans le même ordre, quand on parcourt les deux 
contours dans les sens cjui se correspondent (d’après les propriétés de 
similitude ci-dessus, les sens de parcours se correspondent sur les 
deux contours, de manière à laisser du même côté les aires des 
domaines). On peut aussi faire correspondre un point intérieur donné 
de D à un point intérieur donné de A , et de plus, un point de 
la frontière G à un point de P 
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Représentation sur un cercle. — Cherchons à réaliser la représen- 
tation conforme d’un domaine D sur un cercle A , dont nous 
prendrons le rayon pour unité, ce qui ne restreint pas la question. 
Cherchons la fonction z = F (z) qui efleclue la correspondance 



demandée, et suivons le très élégant mode d’exposition adopté par 
M. U. CisoTTi dans son Idromeccanicu Piana, I, page3(), Milano, 1921. 

Sur la circonférence T , on a Z ~ c- (on peut supposer 
0<C! i <C 2 ît) . t*t, par suite, il vient dZ ~ /e" </£ . Sur le contour 
C , on a dz ~ ds = | dr | e'" . Donc, sur la frontière, on aura : 


dz 

dZ 


I '( î J ,. 0 . 

dî 


Si donc nous considérons l’expression 




cette fonction de Z , régulière dans T si 


dz 

dZ 


n’est ni nul ni 


infini dans ce cercle, aura une partie réelle égale à 0 — £ sur la 
circonférence frontière (en choisissant convenablement la détermi- 
nation du logarithme). 

D’autre part, considérons la fonction. 


i log [— (1 — Zf] 


Sur r elle se réduit à : 




4 sin* 
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Sa partie réelle sera donc égale h e (en choisissant convenablement 
la détermination du logarithme). 

Donc enfin, la ronclion : 


(55) 


(/z 


F(Z)--.-/log -i(l-Z)^^ 


a une partie réelle qui prend sur I' la valeur 0 . Si, par suite, on 

connaît la relation (jui donne 0 en fonction de £ , dans la corres- 

pondance des deux contours, on pourra écrire, d’après la formule (6) : 


(5(>) 


F (Z) 


i log A- + 


1 r2r 

]o 


0(0 


1 -h Z e - ' ■ 
1 -j- Z e- 


r/£ 


A- 


désignant une constante arbitraire (réelle positive). 
Une fois calculé F (Z) , la rotation (55) donnera : 


(57) 



(1 - O- 




ce ([ui résotid complètement la (|uestion. 

La solution précédente contient cinq arbitraires : k et Cj) , »/„ , 
Xo , Y„ (par ro = .r„-F/(/o et X„ -j- / Y,,) . On voit qu’elle 

fait correspondre le point au point Z„ ; on peut ensuite 

disposer de k pour faire correspondre deux points choisis sur les 
frontières : on y parvient par une é<|iiation linéaire, })nis(jue k se 
met sim[)lement en facteur au second membre de (57). On pourrait 
aussi s’arranger pour faire correspondre entre eux deux groupes de 
trois points des frontières, ainsi ([ue (*ela sera rendu évident (|uelques 
lignes plus bas. 

La méthode ci-dessus nous permeltra de traiter elfecti veinent les 
cas particuliers qui nous .seront ultérieurement utiles. Mais observons 
qu’il est des cas où des considérations beaucoup plus simples [lermet- 
tent d’achever de suite la question. 

Par exemple, si les domaines à faire correspondre sont limités 
chacun par une circonférence (ou une ilroite, (|ui en est un cas limite), 
il est à peu prés évident que la transformation cherchée sera fournie 
par la relation homographique : 


az -f- l> 
'cz + il ’ 


( 58 ) 
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où a , h , c , <l sont quatre constantes. I^n effet, on constate 
ininiédiatenient <|ue cette transt'ormalion (58) se ramène à une suite 
(le translbrmations des formes suivantes ; 

Z = r -f ù . Z -^Az, , 


et clnicune de ces dernif’res fait corres})on(ire une circonférence ou 
une droite à une circonférence (ou une droite). 



(^est ainsi (jue la transformation particulière : 


(r,<)) 


//. ï 


où k est une constante positive, fait corresjxuidie au cercle de 
rayon 1 ( | Z | 1) le demi-plan situé du (‘(Mé des tj positifs 


-k 


ék 




dans le j)lan r . Les j>oints (r — oo , Z 1) ; (c — — k , Z. ^ ï) \ 
(r ~ 0 , Z — — 1) ; {z k , Z. — i) se correspondent. Le centre 
du cercle correspond à r ik . 

Hkm.vhock. — La transformation (58) contenant trois paramètres 
eflectifs, au premier degré, il est immédiat d’observer qu’on j>ourra 
toujours choisir ces paramètres, de façon à faire correspondre trois 
points donnés d’une frontière à trois points donnés de l’autre. Ce 
choix est même possible, indépendamment de l’ordre de succession 
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des points dans chaque groupe, ce qui, à première vue, contredit une 
condition énoncée antérieurement. Mais, cela tient à ce que le 
domaine limité par chaque circonférence [)eul aussi bien être le 
domaine extérieur que le domaine intérieur au cercle (on passe de 

1 


run à l’autre par la Iranslormalion 


, s’il s’agit par exemple 


du cercle de rayon 1 et du centre origine). Comme, dans la corres- 
pondance entre deux domaines, on peut toujours prendre un cercle 
comme domaine intermédiaire correspondant aux deux premiers, 
et comme ensuite on peut représenter ce cercle sur lui-même par la 
formule (ôS) en faisant correspondre un groupe donné de trois points 
de la circonférence, à un autre groupe de trois points donnés, on 
a])erçoit bien d’où j)rovient la j)roj)riété générale énoncée plus haut 
sur la correspondance des contours. 

Représentation d’une bande horizontale, d’épaisseur 2 a , sur le 
cercle r . — Appli(juons la méthode générale donnée j)lus haut, 



en faisant coi res[)ondre les points (r - - oo , Z = 1) ; 

Z — i); (r = — oo , Z — — 1) ; (z - : — ai , Z - - i) 
la symétrie des figures rend évidemment possible. 


( r - ai , 
ce que 



Dans la formule (56) on pourra prendre l’angle 0 égal à - 
pour 0 < c <C ” , et à 2t: pour z«<c<C2t: .Donc: 
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F (Z) r::: - i log + 



1 -4- Ze-^‘ 
1 — Ze-'- 


üc -h 2 71 


2it J Ze—‘‘ 
. 1 — Ze-^* 



Posant ^ t , on trouve de suite : 


f 4- Z 

3 + Z 


de = 





d’où 

F (Z) == - ,■ l<,g /•• + I + I lot! ; 

donc 


fWl-XZ) 

et la lorinule (57) donne : 

A-f -, 

Il est inaniresle (|ue r„ 0 
qu’il reste : 


,A-(. 

dZ 
- yj 

el Z„ 


1 — Z 
1 4 Z 





1 f Z 
1 - Z 



: (1 se correspondent, de sorte 



k 


log 


1 + Z 
1 — Z ■ 


C)n déterminera k en fonction de a en faisant corresj)ondre 
Z i à r a/ , ce qui donne k ~ — . D’où nnalement 

71 

la relation cherchée : 


((M)) 

ou encore : 



log 


1 +Z 
1 — Z ’ 


Z “ th 


4« ‘ 


Représentation d’un polygone sur un demi-plan. — On conçoit 
aisément <|ue l’on puisse suivre la méthode générale, pour 
représenter d’abord l’aire polygonale sur un cercle T : sur la 
circonférence, le long des arcs correspondant aux côtés du polygone, 
l’angle 0 de la formule (5()) sera constant et connu ; on passerait 
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ensuite du cercle à un demi-plan, par une transformation de la 
forme (59). Il est plus simple d’utiliser le raisonnement (classique) 
suivant, qui conduit à une formule célèbre due à Schwartz. 



Soit l’aire 
dans le plan z 


intérieure à un polygone A'B'C ... K' L'A' donné 
, à représenter sur le demi-plan supérieur du plan I . 


PIdf» 


t- 

U 



Partons de l’intégrale : 

(61) c : r (/ «)'-‘ (/ — />) -' (l — c)v-i ...(/ — 

J(o 

où a , h , c , sont n constantes réelles («<;/;<<• — < /) , 

et a , [i , . . . , X , n coefTicients positifs, tels (jue : 

(62) a + ... + x _ /, -2 ; 

/() est un afiixe quelconque du demi-plan supérieur. 

Cherchons la courbe décrite par le point z lors([ue f décrit 
l’axe réel. Lorsque t variera entre deux des ])oints criti(|ues, a et 

b par exemple, conservera un argument invariable ; le point z 

se déplacera donc sur un segment de droite Ali , et évidemment 
toujours dans le même sens; de même, à hc correspondra un 
nouveau segment rectiligne BC . Mais si l’on fait décrire à / une 
petite demi-circonférence de centre h , de façon à tourner autour 
du point h dans le demi-plan, rargument de (l — ù) (liminitera 
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de 7c (fi — 1) ; donc,’ les deux directions BA et BC font entre 
elles un angle pu ; plus précisément, on amènera B A sur BC 
par une rotation de Tangle pu effectuée dans \c sens négatif, etc... 
11 est clair qu’on peut continuer ainsi jusqu’à un point L , qui 
correspond à t -=~ l . Si l’on fait croître ensuite / de / à °o , 
Z décrira un segment de droite LL^ faisant avec KL un angle 
X iT c()in|)lé comme ci-dessus. Et, enlin, si t variait de — oo à a, 
on aurait encore un nouveau segment de droite, aboutissant en A . 

Je dis que ce dernier segment n’est autre que L< A , et que le 
point Lj est situé sur la droite AL , entre A et L . 

En eflèt, observons d’abord que pour / infini, z a une valeur 
unique et bien déterminée, de quelque manière que t aille à l’infini 
dans le demi-[)lan. En eflèt, on peut écrire : 


c’est-à-dire, en i)osant l = — , et utilisant l’hypothèse (62), 



— ... (1 — /«)'-’ du. 


Le point u ~~ 0 , qui correspond à l oo , est un point ordinaire, 
au voisinage diujuel on a : 


Éî. 

du 


— 1 4- P, « 4 Pa»- . . . 


On aura donc : 


r = r,,. — n 4- «2 + ... 

r,., désignant la valeur, bien déterminée, de z qui correspond à 
U — 0 . Cette formule montre que l’argument de (r — Zi.,) varie 

comme celui de u (piand t passe -f oo à — oo en restant 
dans le demi-plan ; donc il diminue de r. . Il en résulte donc bien 
(pie le segment L, A viendra dans le prolongement de LL, , ce 
que nous voulions établir. 

On voit ainsi qu’en choisissant les constantes aT:,px, ...Xt:, 
égales aux angles d’un polygone donné A'D'C’ . . . L'A' , la formule 
de Schwartz (61) fournira, comme correspondant à l’axe réel du 
plan t , un polygone ayant les mêmes angles que le polygone 
donné. La condition (62) n’apporte pas de restriction, c’est la 
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condition qui existe naturelleinent entre les angles d’un polygone de 
n côtés, qu’on peut considérer comme formé de la réunion de 
(n — 2) triangles. 

Pour être complet, il faudrait, maintenant, faire voir (ju’on peut 
choisir les constantes a , 5 , c , . . . / , de manière à ce que le 
polygone ABC ... L obtenu ail ses côtés proportionnels à ceux du 
polygone A'B'C' ... L' donné. Il sniürait de remplacer z [)ar {xi , 
[J, étant une constante convenable pour obtenir des polygones égaux. 
Nous n’insisterons pas sur celle partie du problème, dont nous 
n’aurons pas besoin, et qui fait l’objet de recbercbes très profondes 
et récentes de M. René (iarnier (C. 7C, novembre et décembie 1921)). 

Sur le contour du polygone, le sens de parcours correspondant à 
t croissant pourra être, selon les cas, le sens direct ou le sens 
inverse, üans la première alternative, les propriétés angulaires de la 
transformation montrent que l’intérieur du polygone ne peut corres- 
pondre qu’au demi-plan supérieur; dans la seconde alternative, au 
demi-plan inférieur. 

Celte correspondance est-elle eneclivemenl univoque, point par 
point, entre les deux domaines? Nous allons montrer (ju’il en est bien 
ainsi, tout au moins lorscpie l’aire polygonale ABC ... L à laquelle 
on est parvenu, est une aire simple, qui ne se recouvre pas partielle- 
ment elle-même. Dans ces conditions, soit : 



c = F (/) 


la relation ((>1), et supposons (pie nous soyons dans la jiremière des 
des deux alternatives ci-dessus : la repiésentalion ne peut s’envisager 
que sur le demi-plan t supérieur. La fonction F (/) est évidem- 
ment régulier dans tout ce demi-plan. Soit z, un jioinl situé à 
l’intérieur de l’aire polygonale. Cbercbons combien l’écpialion 
Zj = F (/) a de racines par rapport à / , dans le demi-plan 

supérieur. Pour cela, envisageons rintégrale : 


Ç F' (/) (// 

J F (0-^7 

étendue au contour formé par l’axe réel du plan t , et une grande 
demi-circonférence, de centre origine, dans le demi-plan supérieur. 
Il résulte aisément des développements ci-dessus, cpie l’intégrale 
étendue à la demi-circonférence est nulle à la limite, quand le rayon 
de celle-ci devient infini. Il reste donc à évaluer simplement : 




F (/) 


F(/) 


(il 


J 


‘1 
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or, d’une part, cette intégrale est égale, dans le théorème de Cauchy, 
à 2i multiplié par la somme des résidus de la fonction à intégrer, 
concernant les pôles situés dans le demi-plan; ces pôles sont seule- 
ment les racines de notre équation F (/) == z^ , et le résidu corres- 
pondant à chacun est égal au degré de multiplicité de cette racine. 
On a donc : 


.1 rr:2lr < N 

N étant le nombre <les racines cherchées. 

D’autre part, évaluons l’intégrale J en y faisant le changement 
de variable elle devient : 



le point r décrivant alors le polygone AHC ... A dans le sens 
direct, et le point étant intérieur au j)olygone, le vecteur (z — r,) 
tourne d’un tour conqjlet autour de r, <lans le sens positif, et 
l’expression précédente vaut : 


.1 - 2 /7t. 


On a donc N - 1 , c’est-à-dire que l’é/piation (OJI) fait corres- 

pondre à un point r du polygone un point et un seul du demi- 
plan. La récipnuiue étant évidente, la transformation est bien uni- 
vo(lue entre les domaines considérés. 


Représentation d'un rectangle sur un demi-plan. — Une j)remière 
solution résulte immédiatement des propriétés de la fonction 

/ ::: f) Z (luns le cas normal et réels positifs^ . 

Considérons les deux rectangles U et IV qu’indique la figure, 
construits à l’aide des vecteurs et . Quand le point r 

décrit le contour de H , / prend des valeurs conjuguées de celles 

qui correspondent au contour de IV , c’est-à-dire des valeurs égales 
à ces dernières, qui sont, comme on sait, réelles. Il en résulte que 
lorsque : décrit «lans le sens positif le contour de R , / décrit 

dans le sens positif l’axe réel du plan / . La relation : 


((U) t=pz 

elTectuc donc la représentation conforme de l’aire du rectangle sur 
celle du demi-plan supérieur. Et par suite du raisonnement général 
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ci-dessus, cette représentation est elTectivement réciproque et 
univoque. 



A cause de l’équation diflërentielle de la t'onction p (éq. 37), 
on peut écrire avec les notations actuelles : 

= - ± 2 v/(' -<■,)('- <■.) C'-'!-,) 

on en conclut immédiatement les relations suivantes, en intégrant 

B — » Plan t 

0 Cj e. 


successivement (dz) le long des (jualre côlés du rectangle : 


(65) 


1 r+« d7 

2 'p, 


T' 

J»”) 

J_ f"’ 

"" 2 3e. 


dt 


Ü)q 


\/(e, — /)(ea — /)(/ — c,) 

(Id 

2 3 oc y/(/ — c^)(l — e^) (e, — /) 

dt 


2 3.. 


}e, \/ (e^ — /)(/ — e») (/ — e,) 


les radicaux sont tous entendus ici avec leur valeur arithmétique. 

Ces formules (65) sont précieuses j)our calculer et o >3 si 
ce sont les nombres c, c, qui sont donnés (avec la relation 
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<'i + + ^.1 = . qu’on peut toujours réaliser par un changement 

d’origine préalable sur l’axe réel du plan / ). 

Les résultats (fui précédent sont en coïncidence avec ceux qu’on 
o))tieiidrait en appli<piant la formule (61) de Schwartz. Il suflirait d’y 
faire : 



d’où, en modifiant légèrement la notation ; 

dt 

-, , ^ 

(l'-b) ir-e)(t'-d) 


Il n’y a plus (|u’à envoyer ù l’infini une des quatre racines du déno- 


minateur, en posant par exemple /' — d 


m 

T 


(m : constante réelle). 


pour être immédiatement ramené à une écpiation facile à identifier 
avec : 


dz 


dt 


W - fl) (/-<•,) ('-<•,)' 


Représentation d’une aire annulaire sur une couronne circulaire. — 
Le cas des aires multiplenient connexes est heaucoiip plus compliqué 
que celui des aires simplement connexes, dont nous avons vu précé- 
demment (piel(|ues exem[)les. J’ai donné (Annales de l’Ecole Normale, 
1921, Sur 1(1 n'prcs(‘nt(tlion conforme des aires doiüylement connexes) une 
méthode extrêmement générale pour le cas des aires doublement 
connexes, c’est-à-dire éciuivalentes à un anneau, du j)oint de vue de 
VAnahlsis SU ns. 

(Jierchons simplement ici à réaliser la représentation d’une aire 
telle (|ue 1) sur l’aire A d’une couronne circulaire : rien n’empêche 
de supposer (pie les rayons des circonférences frontières T et T' 
sont, l’un égal à 1, l’autre égal à un nombre <y plus [letit (jue 1 . 

Soit : 


r : V (r) 

la relation cherchée, (pii établit la correspondance désirée si elle est 
possible. 

Sur I' , ou r' , on aura Z ~ e« ou Z™ (/(•'< . Si, d’autre 
part, on se déplace sur les frontières C ou C de (D) , on aura ; 


dz j d: I 


ou dz = j dr 1 e*‘' 
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6 et 0' désignant les angles de la figure. Donc : 


. dz 


, ou 


dz 




f/Z " d£ ' ^ qdi 

Si donc, comme plus haut dans le cas des aires simplement 



connexes, ou envisage la fonction : 

- '■ ‘''8 ('■ w ) ’ 

elle aura une partie réelle égale à 0 — e ,ouà 0' — s , sur les 
frontières. 



Mais, d’autre part, la fonction — i log Z (qui n’a pas de points 
singuliers dans A ) a sa partie réelle égale à e sur les frontières. 
Donc, la fonction : 
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(tti) F (Z) = - 1 log (iZ 

a sa partie réelle égale à 0 , ou à 0' , sur les frontières. 

Si donc nous désignons par 0 = <1* (e) , et 6' = H* (s) les 
valeurs de 0 et 0' qui correspondent aux points, d’argument £ , 
de I' et r' , notre formule générale (25) nous permettra d’écrire : 



Les <lemi-périodes <.>, et (réelle et imaginaire pure respective- 
ment), seront liées par la relation : 




ff e 


et la condition de régularité (10) exigera entre les données la relation : 





Une fois construit F (Z) par la formule (07), la relation ((Mi) 
nous donnera : 


( 00 ) 


I 


. C' dZ 


r. 


Z 


équation ou Z,, et r,, désignent deux points arbitraires des deux 
domaines, points qui se corres[)ondent visiblement. 

La inétboile ci-dessus est particulièrement aisée si les fonctions 
C et ('/ de D sont constituées par deux polygones : 0 et 0' 

prennent alors diverses valeurs constantes, connues, sur les arcs de 
F et V' qui correspondent aux cotés de ces polygones, et la 
formule ((>7) s’obtient débarrassée de tout signe de quadrature. La 
formule que l’on obtient ainsi, et que nous n’expliciterons pas dans le 
cas général, se rattacbe à une formule, analogue à celle de Schwartz, 
et trouvée par M. H. Tbiry, pour représenter un tel domaine, limité 
par deux polygones, sur l’aire d’une bande indéfinie d’un plan / , 

dans lequel deux points distants de funité sur une même horizontale. 
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sont considérés comme jouant le même rôle, et comme non distincts. 
11 est clair, en effet, que : 


/ = 


O 0 )| 
TC 0)3 



transforme une telle aire (d’épaisseur a ) en la couronne circulaire 
A de rayons extrêmes 1 et q . 

Pour plus de détail nous renverrons à notre Mémoire cité plus 
haut, et au Mémoire de M. Thiry (Thèses et Annales de l’École 
Normale, Sur les solutions multiples des problèmes d’ Hydrodynamique 
relatifs aux mouvements ylissants, 1921). 




CHAPITRE V 


RAPPEL DES FORMULES GÉNÉRALES 
CONCERNANT LES FLUIDES PARFAITS 


Il est bien connu que, dans un fluide parfait isotrope, si l’on 
appelle « , n , w , les composantes de la vitesse de la molécule 
fluide qui passe au point (xyz) à l’instant t , si, d’autre part, p 
désigne la pression et o la masse de l’iinité de volume en ce même 
point, les éiiuations du mouvement peuvent s’écrire, sous la forme 
d’Euler : 


1 dp y é II à U 

0 dx ^ d t dx 


n 


Ô II 



avec l’équation de continuité : 


^ (?«) . (pfQ , à (p iv) _ ^ 

0 / dx dy dz 


(X Y Z) est la force extérieure résultante qui s’exerce sur l’unité de 
masse au point (.r y z) [on n’a explicité qu’une équation du premier 
groupe]. 

L’équation complémentaire pour un liquide parfait à température 
constante, se réduit à p “ C® . Dans ce qui suit, nous nous place- 
rons d’abord dans ce cas. Si, en outre, nous supposons te mouvement 
permanent (les dérivées relatives à t sont alors milles) les équations 
se réduiront aux suivantes : 


1 

P 


4£ = x- 

ox 


à U 


du 


“ Â 

o.r 

'' ày 

— IV 

d II , 

ôv 

ô w 

ôx + 

6y + 

àz 


à U 

TT ^ 
= 0 


( 40 ) 
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On sait qu’on appelle tourbillon au point (xyz) le vecteur Ç , r, , C 
défini par les formules : 


(71) 


<)w di> ^ ^ du ___ d w 2 ^ ^ 

(U/ ô Z ’ ‘ () Z ()x * d .r d y 


Admettons que les forces X , Y , Z , dérivent d’une fonction de 
forces U (.r , y , z) , et posons : 


Q U - — ; V- — n~ + w- 
9 


les premières équations (70) peuvent s’écrire : 

»); 


SupjKjsons encore que les tourbillons soient partout mils, il existe 
alors un potentiel ^ pour les vitesses, et l’on a : 


avec ; 




lO 



f 


iîi + iîi + - 0 

ct.i-! ^ Ciyi ^ dri 


à cause de la dernière équation (70). 

Ix's équations (72) donnent alors immédiatement : 


(7:o 


O — 

4 



Otte relation constitue le théorème de Bernouilli pour les 
liquides irrototionnels en mouvement permanent. 

Bar exemple, s’il n’y a pas de forces extérieures, et si l’on appelle 
/),> et V,) la pression et la vitesse en un point particulier, la formule 

(73) se réduit à : 

(74) £ 4- 4- V* = ^ + 4- = Cle. 

Dans ce cas, le problème de la détermination d’un mouvement se 
ramène à l’intégration, par rapport à 9 , de l’équation harmonique : 

(75) A 9 = 0 
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après quoi p est fourni par l’équation (74). La recherche de 9 
est un problème en général diflicile. Sur une paroi fixe, limitant le 

liquide en quelque endroil, on devra avoir la condition =0 , 

qui exprime que la vitesse reste tangente à la paroi ; sur une surface 
libre en communication avec l’air extérieur, on devra écrire : 
P — Cte. Au mo 3 ^en de telles conditions aux limites, par exemple, il 
faudra déterminer tp . 

Si le mouvement est à deux dimensions, c’est-à-dire si tout se 
passade même dans tous les plans r = (^Ite , la variable z n’inter- 
vient plus; l’équation de continuité se réduit à : 


ô U 
àx 


du 


0 


elle montre qu’on peut poser, ^ étant une nouvelle fonction 
{fonction de courant, parce que les lignes de courant sont évidemment 
les lignes d’équation ^ r: Cte ) 


(7()) 


U — 


().r ’ 




ô.r 


conjointement à : 

(77) 


U 


O9 

().r 


V 


à(p 


qui ex[)riment que le mouvement est irrotationnel. 

On voit donc que 9 f / est une fonction ann!yti(pie de la 
variable z — x-^iy , et 9 et sont deux fonctions harmoniques 
associées. On soupçonne donc l’utilité des développements contenus 
dans les précédents chapitres, en ce (jui concerne les mouvements des 
liquides à deux dimensions. 




CHAriTHE VI 


EXPOSÉ DE LA THÉORIE DES SILLAGES 


Il s’aj'ira dans celle Ihéorie, d’un liquide (p esl conslanl ; nous 
pourrons sans inconvénienl supjioser c l , grâce à un choix 
d’unilés convenable) ; ce liquide sera en inouvemenl pennanenl 
irrolalionnel aulour d’un solide S donné, le(|uel solide aura la 
forme d’un cylindre indéfini dans la direclion oc normale au plan 
de la figure -x'oij . On suppose <|ue toul se passe idenliquemenl de 
même dans fous les jilans normaux à oz , loules les lignes de 
couranl suivies [)ar les molécules fluides, élant dans ces plans; on 
esl donc dans le cas du « inouvemenl à deux dimensions ». On 
imagine qu’à l’infini en amonl du solide S' supposé fixe, le liquide 
possède une vilesse donnée V,, , qu’on penl prendre jiaralléle à 

ox , el donl on peul faire la grandeur V„ égale à 1 par un choix 
d’unilés opporlun. Il reviendrail naturellemenl au même de supposer 
le liijuide en repos à l’amonl, el d’imaginer le cylindre mobile avec la 
vilesse — V„ , dans le li(|uide parallêlemenl à l’axe ox. 



Nous imaginerons alors que, dans le plan xoij , le mouvement 
par rapport à S possède les caraclères suivants : parmi les lignes 
de courant venant de l’amont, il en est une qui se divise en deux en 
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un certain point O du front de S , pour entourer, au moins 
partiellement, l’obstacle, dont elle épouse la forme jusqu’en deux 
certains points et P» , à partir desquels les deux fractions de 
la ligne de courant se détachent du solide pour délimiter, à l’arrière 
de celui-ci, une région dans laquelle nous admettrons que le liquide 
est au repos par rapport au corps : cette région constituera le 
(( sillage » ; en première approximation, elle figurera celte région, non 
entraînée par le courant général, que l’on observe à l’arrière d’un 
solide immergé, dans certaines conditions d’expérience. 

On peut démontrer (cf. H. Villat, Aperçus iliéori(pies sur la 
liésislauce des Fluides, p. 27, (iaulliier-Villars, 1920), qu’il faut néces- 
sairement que les lignes À, et enfermant le sillage théorique 
ci-dessous, s’étendent à l’arrière jusqu’à l'infini. Nous admettrons ici 
ce point et nous admettrons aussi que le long des parois n, (oP,) et 
nj(oPj) le courant reste adhérent au corps, ce (jui exclut certaines 
formes physiquement acceplal)les pour S . (Cf. le volume cité 
plus haut, j)our l’examen du cas général, voir notamment le chapitre 
V de cet ouvrage). 

Cn vertu des hypothèses faites, il y a dans le Iluide un potentiel 
des vitesses, -p , et une fonction de courant ^ ; celles-ci n’étant 
définies (pi’à une constante près, nous conviendrons (prelles sont 
nulles au poenl o , point de bifurcation du courant. 

Les composantes de la vitesse V (qui sera nulle au point o 
et dans le sillage, et dilTérenl de zéro partout ailleurs, égale à 1 aux 
graïules distances), seront comme au (chapitre V désignées 
par (//, i>). 

ICn posant : 

(78) : = .v A- i\] . /’ - » + » y 


nous savons (jue /’ sera une fonction analytique de 
en outre nous avons 


. Si 


les formules 


nous donneront 


dz 
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Attachons plus particulièrement notre allenlion sur la région 
(«) occupée par le fluide en mouvement par rapport à S , en 
faisant par conséquent abstraction du sillage, et précisons les 
conditions parliculiéres qui interviennent sur les limites de ce 
domaine (a). 

D’abord, sur les lignes n,, X,, n.,, À.,, on a -]/ = 0, puisque ces 
lignes constituent la ligne de courant (dédoublée) qui passe en 0. 
Quand on décrit ces lignes à partir du point 0 , le potentiel (p ira 

constamment en croissant de zéro à + oo , puis(|ue nous admettons 
que la vitesse V n’est jamais nulle en dehors des exceptions 
signalées plus haut ; on a en elTet, V désignant la valeur absolue 

\/«2 -f v~ , et en se déplaçant sur les lignes susdites, dont rélémenl 
d’arc est appelé ds , 


(is 


àx 


dx 

7/7 


+ 


'dTf 


ds 


U 


U 

'V 


-f l> 


I) 

T 


V >0 


donc 9 croit, et il va jusqu’à l’infini puisque V devient égal à 1 



aux grandes distances sur À, ou À» , du côté de la région a . 
A cette région a , correspond donc dans le plan f tout ce plan 
coupé tout te long du demi-axe O9. 

Par ailleurs, l’équation de Bernouilli (74) appliquée à l’intérieur 
du sillage, nous montre que la pression y est constante : pz=zp^ ; 
d’autre part la pression dans un liquide réel varie {l’une façon 
continue, donc la pression est nécessairement encore égale à P(, sur 
les lignes Àj et Àj , du côté de a . Or la môme é(iuation (74) 
applicjuée le long de À, , par exemple, nous donnera 

P -j- V- = constante 

au point à l’infini sur À, , nous aurons p — />„ et V 1 . Donc 

l’équation qui convient à la région (a) est 
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( 81 ) 


P =Z p^-\. — — V*). 


Elle montre que, tout le long des lignes X, et X», où p = p^, la 
vitesse sera constamment égale à 1 , vitesse de courant général. 

Ces préliminaires étant posés, voici l’élégante méthode qu’emploie 
M. T. Lévi-Civita pour achever la question, c’est-à-dire pour déter- 
miner tous les éléments, géométriques et mécaniques, du mou- 
vement. 

f étant une fonction analytique de r , il en est de même de 


t p 

~ w . Les régions, correspondant à l’aire a du plan r , sur 

les dilTérents plans de ces variables, se correspondent conformément 
les unes sur les autres; il en sera de meme si l’on introduit de nou- 
velles variables fonctions analytiques de l’une quelconque des 
précédentes. Or supposons que nous parvenions, par rinlermédiaire 
peut-être de quelques nouvelles variables, à réaliser la représentation 
conforme du plan w sur le plan f ; cela reviendra à dire que 

nous connaîtrons par là môme en fonction de f , et alors il 

est manifeste (ju’une simple quadrature nous fournira c en fonction 
de f ; on pourra ensuite achever tous les calculs, et notamment 
répartir les vitesses dans le plan c , soit en éliminant f , soit en 
le conservant comme variable auxiliaire. 

Or, en partant du plan /' coupé le long de O'p .il est extrê- 
mement facile de lui faire correspondre, d’abord un demi-plan ; puis 


Plan 

[FJ 


A . A. 




un demi-cercle, par les transformations élémentaires suivantes, nous 
avons sur les diverses ligures intermédiaires, marqué sunisamment 
les points correspondants : 


/' 


F = 


~ (F, + F.) Z + i (F, - F,). 
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ou encore 


F = a (Z -f cos <io) 



en posant 

— ^ 

cos co — ^ — 2 “f" ^ 2 ) » 

et enfin : 



(82) /■=: a2 [^cos (ï(, — 4. • 


Ces transformations sont faciles à vérifier. Le point de bifur- 
cation O du courant sur S' , correspond à Z = — cos <io , et à 
j; = e*<"o , étant une constante convenable, entre O et t: si 
l’on veut. 

Notre domaine (a) est maintenant représentable analytique- 
ment sur le demi-cercle du plan C . Ce qui va faire le succès de la 
méthode, c’est que nous avons isolé sur l’axe réel du plan C , les 
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portions de frontières correspondant aux f( lignes libres » ou « lignes 
de jet» et Xj , et sur la demi-circonférence les portions cor- 
respondant aux parois solides et rr^ . Or la condition (V = 1) 
relative aux lignes libres est d’une nature particulièrement simple. 
Po.sons, avec M. Lèvi-Civila, 

(83) • , <.) rrr 0 + / T 

(.» sera une fonction analytique de r , ou de ^ , et la définition 

de m nous donnera 

Il — in — ; (*■ . e-‘^ , 

c’est-à-dire 


Il in 

ÿ 


La vitesse est donc e- , et elle fait avec O.r , dans le plan 
Z , un angle 0 . 

De là résulte que, sur À, et , c’est-à-dire sur le diamètre 

horizontal du plan C . la fonction o> (Ç) sera rêe/ie (V = 1 et 
T 0) . Au |)oint C - 0 , qui correspond au point z à l’infini, 

0 sera nul, [)uis(|ue le courant est parallèle à O.r à l’infini, donc 

(85) O. (0) 0. 

(C’est celte condition qui fixe l’orientation du courant dans le 
plan). Lnlin la fonction <-> (C) est régulière dans tout le demi-cercle. 
On peut donc la proloni/er analytiquement sur le demi-cercle symé- 
trique de celui-ci par rap[)ort à l’axe réel, au moyen du principe de 
Schwartz (('hap. 1), en attribuant à <*>(0 des valeurs conjuguées 
aux points symétriques par rapport à cet axe ; et par suite en 
attribuant à 0 les mêmes valeurs en de tels points, notamment sur 
la circonférence frontière. 

Ceci posé, la détermination de la fonction <•> résulte, ainsi 
(|ue je l’ai montré dans ma Thèse (Annales de l’Ecole Normale, 1911), 
de la forme suj)posée connue, au moins qualitativement, du profil 
CT, et CTj de S. La partie réelle de «d représente l’angle qui fait 
la vitesse avec O.r . Si donc on connaît le profil de S , on sait 
comment 0 varie quand le point C décrit la demi-circonférence 
supérieure, et par suite aussi la demi-circonférence inférieure à cause 
de la symétrie. Soit 0 <1» (<;) la relation qui lie 0 à l’argument 

c du point de la circonférence (j;~<>'®) le long de la paroi S ; 
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alors la fonction (» (!i) sera donnée par notre formule (6) [avec 
= 0 .puisque oj (0) doit être réel, et même nul] , ou encore par 
l’expression (7) résultant de la symétrie. 

On aura ainsi : 


( 86 ) 


O) 


(0 = £ (o) 


1 


s 


1 — 2 !; cos a H- 


ch 


et la condition d’orientation (85) impose à la fonction <1* la 
relation 


(87) 


f<T) 


(h 0 . 


La fonction o) (C) étant ainsi déterminée, tous les éléments 
géométriques du mouvement résulteront des équations (80), (82), (83), 
qui donnent immédiatement: 

(88) (Iz : t" ■' (if ~ a- e' " 2 cos . 

De là on tirera : 




e'"’ (// 


puis(jue les points r~0 et = c"’» se correspondent évidemment. 

Quant à la pression en chaque point de la région a , elle sera 
connue par la formule (81). 

Le mouvement avec toutes ses caractéristiques sera donc entière- 
ment connu. Par exemple, les parois ctj et a» de S corres})on- 
dront aux points ^ de la circonférence (0 <C <7 <C 'Jo pour 

^2 î <7ü < ^ pour CT,) ; un calcul élémentaire donne (te suite 

les formules suivantes pour représenter paramétri(juement ces parois : 


X : ~ 2 fi* \ (* - ' COS 0 (cos d — cos d„) sin a f/d 

J 'T 

Ç '^0 

y -—2 a- \ c“* sin 0 (cos d — cos d„) sin d f/d. 

Résistance du solide S. — La résistance du solide S , c’est-à-dire 
la résultante des pressions p cis exercées (normalement) sur chaque 
élément cis du profil, a pour composantes 



(90) 
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‘Ra. = ^ P COH nx (Is , iHy = J P cos ny ds , 

les intégrales ayant été étendues à tout le contour C du profil, 
parcouru par exemple dans le sens de la flèche (sens correspondant 



au sens trigonométrique du plan Ç ), et n étant la normale au 
contour vers l’intérieur. Quant à /> , il est égal à le long de 

Cï Pÿ dans le sillage, et à A» + 4" ’ d’après (81), sur 

Pj O P,. Il est évident que donne dans le total une contribution 
nulle, et qu’il reste 


(91) 


\ (1 — V2) cos JIX ds 

^ Jp.oi*, 

iR „ = Ç (1 — V^) cos ny ds 

^ JPtOP» 


Mais on a évidemment 


(92) 

et par suite 


(93) 


cos nx ds = 4- c/y , cos ny, ds = — dx , 


}A = .‘8., + 1 «Ay = ( (1 — V2) dz, 

JPiOPf 


ce (|ui, à cause de (84) et de (88), donne 

* C df^ e2^+'“ df 

2l IfAc' ' 2l Jc/ic' ' 
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les deux intégrales étant étendues à la deini-circonférenee chc' . 
Mais observons que la t'onction m {Q a été prolongée par 



symétrie sur le demi-cercle inférieur ; si o (C) 0 -j- / t est sa 

valeur en un point C de l’arc chc' , sa valeur au j)oinl symétri(jiie, 

dont raffixe est justement -|r- , sera 


æ 


— 0 / T 


2 / T -|- 0 -|- / T 


2 /• T 4 - 0 . (0 ; 


donc 2 T -f- f <-> calculé au point M (O , est égal à ' 

c’est-à-dire à / (» calculé au point M'. 

D’autre part, il résulte facilement de la formule (82) que la dilfé- 

rentielle df ne change pas ([uand on rem|)lace C par — en 

passant de M en M'. Ce fait tient du reste tout simi)lement à ce 
que f est réel sur ci, et y étant nul. 

On a donc : 


[ MC) (//• , ., r r df 

Jc/ic' .’c/if' Jrh'c' 


et par suite : 


1 f 


l’intégrale étant étendue à toute la circonférence r j)arcourue dans 
le sens direct. 

Maintenant, puisque la fonction c' , comme «> (C) , e*st régu- 
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lièrc dans tout le cercle intérieur, le théorème de Cauchy nous 
ramène tout simplement au calcul des résidus de la fonction 


(if 


(K 


aux pôles intérieurs à ce cercle. Or le seul pôle est le point 


î; , au voisinage duquel on a : 


(•< •■(0 1 + t C <./ (0) 4' <•»" (0) — ü.'- (0)] , 


(if _ O* 

^ ~ T 



~h 



— 2 cos 



Le résidu cherché est donc 


I «« cos cr„ . (0) -L ^ (0) — / <»" (0)1, 

et soit* produit par Tt sera évidemment égal à iR . Comme la 
réalité de <•> (C) sur Taxe réel assure (|ue les dérivés de cette 
fonction soient réelles au imint 0 , nous en concluons de suite 

les formules 

(95) 9U=^. ..’*(«) ; -4^ |4CÜS '(0)-,„'{Ü)l. 


Moment résultant des pressions sur S . — Calculons le moment 
résultant M , par rapport au i)oint O de bifurcation, des pressions 
élémentaires. On a de suite 

,11) \ [.r . P cos nij — y • P t’os nx] ds , 

c’est-à-dire à cause des formules (02), 

(tKi) ,11) -- ~~ \ P (Jcdx -h y dy) ; 

On devra, comme plus haut, remplacer p par Pq ou 
bo l (1 — V-) suivant les arcs considérés. /)q disparaîtra évidem- 
ment dans le résultat, et l’on trouvera 


.11) 


( 97 ) 


4 ^ 0 

^ JPtOiN 


V^) (x dx -h y dy) 


} ( (xdx -{■ y dy -\-) (xdx -f ydy), 

\ A JPtOP, ^ J PfOlN 



La première inlégrale du dernier membre est toute connue si l’on 
possède les coordonnées des points P| et . De toute façon, en 
désignant par z' ~ x — iy l’imaginaire conjuguée de z , on a 

(98) dx + y dy ^ jjr dz' . 

le symbole ;R désignant la partie réelle de l’expression qui suit 
ce signe. 

D’autre part, en ce qui concerne la seconde intégrale, on a 


' PiOl»| 


V- (.T' dx 4- y dy) 


c 



dz 


2 Z dz' + z' dz 
2 


mais 


A. 

dz 


df dr 

dz dz' 


en désignant j)ar /' l’imaginaire conjuguée de f . 

Donc 

- 4.1 

Mais, sur P^ O P, df' ^ df , car f est alors réel ({/ = ()) 
donc on peut encore écrire 


(99) 


T L., [CIO' 


A cause de (98) et (99). 

(100) .11, rr: ^ m 


z dz' 


L’équation (83) nous donne 
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donc 




dz - (if 


I ,y;., 


car sur () P, , df est réel, et nous avons vu (jue l’iinaginaire 
eonjuf^uée de m était <o^-4— 

l'inaUniuMit il vient donc ; 


(101) .10 : ( I 

- Jl-.oi-, l. 


M:) _ y. . 


(+)]-//•■ 


I.e ealeul de eette iutéj'rah' permet de fixer dans le plan r la 
position exaele de la résultante <les pressions. 



CFIAPITHI-: VH 


APPLICATION A UN EXEMPLE PARTICULIER 
EXAMEN DES CONDITIONS DE VALIDITÉ 
DU CAS GÉNÉRAL 


Nous allons tout d’abord fairu l’application des fornudes géné- 
rales au cas où le solide est uiu* simple lame j)lane, dont la section 
par le [)lan i'otj est la ligne P,()Pa lectiligne. 

Les deux portions OP, , O P^, , de la lame à ])aiiir du 

point de bifurcation, font avec o.r deux angles o :-tr , (jne 



provisoirement nous noterons ? / , en vue d’obtenir en passant 

un résultat concernant un dièdre d’ouverture 2 a [au reste, le cas 
du dièdre, lorsque le point de bifurcation coïncide avec le sommet de 
l’angle, n’est guère plus compli(}ué (jue celui que nous allons 
traiter]. 

Quoi qu’il en soit la condition (87) donne ici, *1' (a) étant égal 
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à (o — a) pour 0 <; « •< o„ , et à (5 -f- a) pour < c <C ^ : 


(102) 


Pour cnecluer les calculs de la théorie, il nous faut construire la 
fonclion w (C) ; celle-ci est fournie par la formule (7) ou la formule 

(0), savoir 



avec '!» (2 u — «r) «l» (<i) dans ce dernier cas. 

Dans le cas actuel, ces intégrales sont très faciles à calculer 
explicitement. Mais nous n’avons besoin (|ue de la partie imaginaire 
de M (C) sur la circonférence frontière (nous y connaissons 
d’avance sa partie réelle). Observons cju’on peut écrire, en désignant 
par (•'" un point de la frontière, et en modifiant la notation. 


(C) 



(,)\ 


1 4 e 
1 - C c-« 


<1. (<j) r-i. 1 + j; c 

\ 1— Ce-'* 


Le dernier terme du second membre se réduit à «l* (n) ; cela 

résulte, soit d’un calcul direct, soit de la remarque (|ue pour <1* (s) 
1 sur toute la frontière, la fonction o> (C) , réelle sur Taxe réel, 

coïncide nécessairement avec l’unité. 

Nous avons donc 


(104) 


(C) ‘l‘ (c) f- ( [«l> (.V) ~ <|» (a)] 

Z JO 




1 — 


C e- 


(h. 


Mais quand C tend vers c'^ , cette expression conserve un 

sens précis, et l’on voit qu’en appelant t((i) la valeur de t (partie 
imaginaire de o. ) pour C — c '■* , on a 


(lOÔ) T (ff) =: C j,|, (v) — <1» (,)] cotg - - - » (/s. 


Pour l’exemple à traiter, plaçons-nous pour fixer les idées sur la 
paroi , alors o «< « •< c,,, «f (a) ~ o — a , et il suffira d’intégrer 
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dans ( 105 ) entre cq et 2 ic — (Sq , seul intervalle où le crochet 
<1> (s) — «1» (<j) ne sont pas identiquement nul, il vaut alors 2 a , et 
l’on obtient 



On ne change rien en écrivant ce résultat sous la forme 


(0 


2a 


log 


sin 

(7„ — (T 

2 

sin 

(7,, ~ <7 

2 


et l’on conslale sans peine (jiie celle formule vaut encore pour la 
|)aroi n, . De sorte (jue dans les deux cas on a 


(KM)) 



• ®(t + 5 

sin 


2 


sin 


c,, — a 


2 



2 ,. 


TT 

En nous rappelanl qu’ici a , el utilisant la formule 

(88) pour C = C’ , nous constaterons aisément que la longueur 
d’un arc de [)aroi pris sur o, ou à partir du point O , est fourni 
par l’équation 


, 


*î(i "t" 

sin 


2 


sin 


(cüs «T — cos <!(,) sin (T (h. 


La formule élémentaire 

2 sin^ S.7/1 (->„ — c), 

donne alors 

Ç'^o . 1 f 

rt = C/2 Sgn (';„ — < 7 ) X \ |2 sin <t — sin (2 -j + c^) + sin >70) (h. 

J n 


5,1 -f <7 

Sin 


2 


sin 


(cos (7 — cos '7,,) 



Kn fîiisant 


- : t: ou (7 0, 

ou ol>lierulra rcspeclivenicnl les longueurs 

CT) el PTj (le ^^1*1 cl O P^. 

Ou trouve 

( r;i, -r- ( 1 ^ |2 j 2 COS '7,, -f- COS C,, siu- <î(, (n — <i„) sill '7„] 

(107) 

( :=r;: (/-' |2 2 COS 2 (‘()S (i(, siu- <7,, + c;() siu '7(,j . 

I.a longueur totale de la lanu' est dciue 

(10<S) / r.~ fTj f- r5^ rr; (i- (1 7t siu 

('aleulons niaiutiMiant la pression totale sur la lame, (’elle-ei 
dt’ju’nd uui(|u<‘iuent, (raj)rês les lormules (95), de o' (o) et de 
«>"{<>) . Ou a d’ailleurs pour la Idruiule ( lOd) avec 


<!• (-î) 


e 


Oomiiie on sait (pie, pour | ^ 1 ; 1. on a 

1 


1 2 ^ eus 7 ( 


1 


2 : eus -7 f 2 C- eus 2 7 


on trouvera sans autre ('aïeul : 



■ÿ ) ( sin ,);■ + (ô i- (sin \ 

2 sin (7„ 

•f )("'"- dl" + ('- t 

r — 2 sin 2 (7„. 


Par eonsiMpient 

. / <t- ~ 

(109) A ;*V, + i ;tp/ - a- r. sin- '7,, — — ^ — sin 2 Si,. 

De là on lire iininédiateinent la rorinule elassi(jue, due à lord 
Rayleigh. 



qu’on peut aussi éerire à cause de (102) 


( 110 ) 


:: Cüs* 0 

/ *4 1- COS O 


Dans le cas particulier où la laine est normale au courant, on a 
Ô - 0 , et la pression totale iP» , réduite à sa composante ,P., , 

donne lieu à régalité non moins connue 


( 111 ) 


^ A h - 

I ~ 


On peut retrouver (railleurs ces résultats simjiles jiar Inen 
d’autres procédés. Nous avons donné U‘ procédé ci-dcssus à litre 
d’application de la méthode générale, et en vue d’un détail obtenu 
(“liemin l’aisaut et (|ui va nous être utile un peu plus loin. 

On voit (|ue, dans ce même exemjile, il n’t'st survenu aucune 
dillicullé particulière. Les é<|ualions j^énérales du chajiitre j)récédent 
permettent de mettre toutes l(“s courbes tm j)lac(‘. I.es Ibnnules 
(jui donnent r, et n., permettent, si une lann* P, P., (‘st doniicc 
({'(ii'dDcc, de longueur (>t d’inclinaison connues, de disposer des 
constantes ai biliaires (|ui ligureni dans les |é(|ualions, |)our (|ue le 
calcul ci-dcssus soit justement relalil à celte lame ; o est en elTet 

connu, et jiar suite 't,, (é(|uation 102) ; le ra|)poil tiré de( 107) 

rr, 

est alors connu, et détermine sur 1*, IL la position du jtoint O de 
birurcation ; ré(iualion ( 108), où / ('st la longueui' donnét' Pj P.. , 

détermine la constante u- . Après (|uoi la construction (i<*s lignes 
À, et A., est aisée et ne donne lieu à aucum* iemar{|ue j);n liculière. 
Lbdin la pression est Iburnie dans le li(|ui(le pai- la relation (<S1), en 
dehors du sillage, et elle est égale à />„ à l’intérieur de celui-ci. 

On sait (jue dans un licjuide naturel, dans des conditions 
d’expéi ience normales, la [)ression ne sauiait être négative. Donc />„ 
et rexj)ression 

(112) /> f><, ^ 

doivent nécessairement être positives, (jmdle (jue soit la valeur 
(j)osilive) de . (>ela entraîne évidemment la condition 

(11.4) Vr<L 

Or dans l’exemple actuel, celte condition est certainement vérifiée 
partout. Cela tient à ce que l’on a (('<|uation 84) : V c* , étant 



74 — 


en fonction harmonique régulière dans tout le fluide en mouvement. 
Or il est bien connu qu’une telle fonction harmonique ne saurait ^ 
avoir de maximum ou de minimum en un point intérieur à son 
domaine de régularité. Voici du reste la démonstration de ce fait 
élémentaire, basé sur la formule (T) de Poisson. De la formule (7') il 
résulte en efTet sans peine, qu’une fonction harmonique régulière 
autour d’un point I , dans un cercle C de rayon R et de 



centre 1 , est donné, en tout point z — re': du cercle (rc^H) 

})ar la ioriniile 


1 (’-in \\i.. 

^ .!.(*) p-rii - Ky «« ( 




V _ 0 ) + 


dh 


'I' (0) désignant la valeur de t au point de la frontière : Rc" 
Au centre I du cercle on a donc 


1 f- 

^ \ «I* (0) do. 

Z- J O 


Il en résulte (jiie t, ne saurait par exemple être un maximum pour 
la fonction t ; sinon, le rayon R étant choisi assez petit, toutes 
les valeurs de '!• (0) sur la circonférence seraient inférieures à t, , 
et ré(piation précédente aurait un second membre inférieur aussi à 
T| , d’on contradiction. La même démonstration entraîne que t, 
n’est pas non pins un minimum. 

Donc les inaxiina et inininia de t ne sauraient se produire (|ne 
sur les frontières 

Or actnellement, les frontières comportent : les lignes À, et Àj 
on par construction même t - ~ 0 , et les lignes rt, et où t 
satisfait à l’écpiation (RKD. Il est bien facile de s’assurer sur cette 
écpiation même, (|ue t reste toujours négatif sur les parois. 
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Donc on a partout r ^0 , c est-à-dire 

solution est entièrement légitimée. 


y 


et notre 


Examen de diverses difficultés. Conditions de validité des solutions. — 
Nous venons de voir un cas où la solution trouvée pouvait être 
aisément vérifiée. Mais dans le cas général il peut se présenter des 
complications. Tout d’abord une hypothèse, faite tout au début, peut 
se trouver infirmée après coup : nous avons en etîet admis que, sur 
CT, et CTj le courant suivrait, sans s’en écarter, le contour du solide 
immergé. Cela suj)pose une certaine régularité pour ce contour. Par 
exemple, je vais montrer ([ue, si le contour présente un angle nif en 
lin antre, point (pie le point de bifurcation O , le problème n’est i)as 
résoluble par les formes générales du Chapitre VI. 

Soit en elTet 2 a l’angle des deux tangentes en un tel point A 
du contour, ces tangentes étant orientées dans le sens où le courant 
est supj)Osé longer l’obstacle ; soit c''» le j)oint du j)lan C qui 
correspond au ()oint A ; appelons o nu a les angles des susdites 
tangentes orientées, avec l’axe o.r . Appelons <-),i(C) b» Ibnction 
particulière qui corresjmndail aux valeurs constantes de sa partie 


sur l’arc 0 •< <7 <C .s‘,„ o -f- a sur l’arc* .v, 


0 


n 


réelle, o - 

On vient d’apprendre à construire, dans le ))résent Cbapitie, celte 
fonction <"(» (C) • Soit enfin «'* (0 1^* fonction cjui doit servir à 

résoudre le problème du mouvement, pour le cas du corps actuelle- 
ment envisagé. 

Si nous formons la dilférence A = (Q — (.>„ (!^) , elle corres- 

pondra à une partie réelle c[ui, sur la circonférence frontière du plan 
(0 , restera continue au })oint C'» qui corresj)ond à A . Cette 

difTérence A est donc continue au point en cpieslion ; on a donc, en 
désignant par t (a) et t„ (- 7) les valeui s de la j)artie iinîiginaire 
de O) et de <-)„ sur les [)arois. 


T (>7) — T„ (7) -f- fonction continue 


au voisinage du point A (7 — .s*„) . Or il résulte de la formule (KM)), 

([u’on peut écrire 



Donc, si (voir//V/.), c- reste fini (et s’annulcî même) 

pour 7 = .v„ , et y = e s’annule: il n’y a pas de dilïiculté, le 

courant longe le cor[)s dans le creux cpi’il présente, et la vitesse est 
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siinpIenuMit mille au fond du creux. Si au contraire x <C o (\o\y fuj.), 
c’est-à-dire (pi’il s’aj^it d’un anf»le formant pointe vers le courant, 
C " ilevienl égal à , ce <pii est physi(|uement absurde. 



'l'ont (M'Ia provient du r(‘sle de ce fait conforme au bon sens, (jue 
la vilrssc ne saurait changer brusipienuMit de direction dans un 
liquide réel, (pi’en devenant nulle. 

Ainsi donc, pour des prolils S présentant des angles lormant 
creux «levant le licjuide, pas de diflicnltés ; j)our des prolils au 
contiaire présentant un (ou plusieurs) angles vifs dans le courant, le 
problème n'vat [xis rcsoln par ce «pii précède ; il faut «pie le courant, 
«pii arriv«‘ «*n l’iin «l«‘s somimds c«)rr(“spon«lants, «piitte, au m«)ins 
luoinentaiiénu'nt !«• [irolil s«>li«le pour venir an besoin s'y rattacher 
jilus l«)in. ,1e l«•nverrai p«)ur «'ettt* «piestion à «leux mémoires 
publiés «l.'ins les Aniudcs (h- l ilvoU" SoniKilc, 11)11. et dans les Amidlcs 
(/<■ 1(1 lacnilc (i('s Sciciiccs «/<* 'l'otihnisc, IDlô. (Sur le changement 
d’«)i ienlati«)n «l’im siilitle dans un courant lluiile). 

.\ vrai «lire, dans le cas d’un angle vif n/n’«y/;<‘, il e\ist«’rait nue 
éehap|).il«)ire, «pii c«)nsisti'rail à placer le point de bifun ation O en 
s«)n soininet. Mais l’exemple de deux lames O l’i . Ol’.. recti- 

lignes accolées snflit à montrer «pie, en (jàièntl, cela est impossible : 
en ell'«‘t si r«ni se «hmne les «nientations de ces lames, les calculs se 
«lév«‘lopptM«)nt comme «lans les premiers paragraphes du présent 
(’,hapiti«“, et r«m trouvera pour les deux longueurs OP, OP.^ deux 
expu'ssions «lont le rapport sera ctimpléleinent déterminé. Par 
c«)nsé«pient le pmblème se tr«)uver:i rés«)lu. jn)ur un système de deux 
lames donné, pour une inclinaison particulière seulement. Il ne le 
sera pas p«nir les autres. 

On tr«ni\«‘ra ailleurs (/«)c. vit.) des développements plus complets 
concernant le pr«)bléim‘ nouveau «pii se pose ici. 

Mais il existe «l'autres s«)rtes de difficultés, que M. M. Brillouin a 
signalées le premier, et «pii peuvent rendre illusoire la solution du 
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problème général, même si l’on est assuré que le courant épouse bien, 
sans les (piitter, les j>arois n, et du corps solide. Nous expo- 

serons brièvement ces dillicullés, ainsi (pu* les conditions propres à 
les éviter, en suivant à |)eu d<* chose prés le mode d’exposition <pu‘ 
nous avons adopté dans nos Aftcrciis 'rhcovinuca sur la lîcsistaucc des 
Fluides, p. 42 et suiv. (iauthiers-Villars, 1920. On trouvera des détails 
beaucoup plus développés tlans un Mémoire du Journal de Malhéma- 
li<iues pures el ajypliipièes : « Sur la validité des Solutions (b’s Problèmes 
d’Mydrodynami({ue », 1914. 

Pourcjue la solution soit [)bysi(pienu‘nt acceptable, il est néces- 
saire : 1" (|ue la pression soit partout positive, c’est-à-dire (pu* les 
vitesses, comme nous l’avons vu plus haut, soient au plus égales à 1 ; 
2“ ([lie lors([ue l’on efVectue la construction du plan r jiar la 
rormule (89), on trouve biiMi un doinaiiu* d’un seul tenant, dont les 
frontières ne se recoiqient pas, ni elles-mêmes ni les unes les autres; 
ce dernier danger de recoiqiement i“st bien léel, et M. Hrillouin en a 
donné des exemples simples (Annales de (diiniie el Phi/si(pie, 1910). 

Nous exjioserons (juelipies résultats concernant le cas où le coi jis 
solide, el le mouvement du rK|uide, sont symélriipies par rapiiort à 
l’axe ox du plan r . On a alors évidemnuMit 


(114) 


et <!' (~ 1 ) ■= - '1* (£). 


Nous avons déjà vu, en ce (jui concerne li‘s vilessi's, que tout 
revient à constater (jue t ne devient pas positif dans la région en 
mouvement, et nous avons vérllié iju’il sullisait di* s’assurei' du fait 
.sur /(’.s /'/• o/i//Vt(’.s. Or, dans le plan ^ , sur le diamètre O; , - est 

nul ; il suflit donc de s’occuper des valeurs t (.s) de r aux jioints 
^ : c'' de la demi-ciiconférence supérieure. Il sera par suite utile de 

savoir comment varie t (.s) , el jiar suiti* d’a[)|)rendie à calculer 


sa dérivée - . On y parvient aisément en oliservant ([ue. 


étant 


la partie réelle de <-> (îi) , les deux fonctions associées 0 (d t 
donnent naissance d’après la formule (1) à l’égalité 


(lir>) 


<h_ _dh 
ds du 


où 71 désigne la normale extérieure au cercle 

Or reprenons la fonction «"(O ^'Ous la seconde forme (10.4); 
posons-y ^ — p c'' , il vient 



'1. (a) 


1 -f s ei<^ ^ ' 

1 S 


( 11 ( 1 ) 
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Tant que & est inférieur à 1, on peut écrire 


~ô 


(» 1 J 


Supposons maintenant, pour nous mettre de suite dans les 
conditions de l’application que nous avons en vue, que la fonction 


«1» (e) sont continue entre 0 et 2 i: , sauf pour ê 


JL ^ ^ 
y 2 


supposons en outre ([ue la dérivée 'I*' (ê) existe et soit elle-même 
continue, sauf peut-être pour 


£ =r0 


Tt .‘t t: 

F ’ ' T" 


Alors une intégration par parties nous donnera 


()o, _ / 

'l'fO ] 

2r / Ç 

ép t: P 

1 — P ■> 

« /ip 3 


de 


1 — c eX* 


c’est-à-dire, en tenant compte des discontinuités de <1* , et en trans- 

formant le dernier ternie comme nous l’avons fait pour la formule 
(104), 


()(i> 


+ 


j_ { '"(f +‘0 


Or, pour c <; 1 , on a 


<h 


1 — 0 


V ' O X • 


il reste donc, en ne considérant que la partie réelle : 
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_àÔ 

d 


Ô 1 r2r 
- =rr -L \ [<!*' (e) 


a.' (.)] 


sin (s — c) 


1 — 2 P cos {s — £) -f p'^ 

sin (s - 


ih 


J_ r,., _ 0 ) - (i + o)] V ■ . 

’ L y /J,_2pcos(,v~-|-) + p« 






1 — 2 P cos ( s 




+ f- 


()0 


En faisant ensuite tendre p vers 1 , on en conclut, — deve- 

0 P 


do 

O/i 


liant -rr~ . que l’on a d’après (115). 


(/t 

d.<f 




2 


TC 


- ^ ["' (î - *’) “ "■ G + ")] ~ 2^ 


Rappelons-nous enfin que la définition de la fonction <l» entraîne 
(f. 114). 

‘I> (2 7 : — £) = <1' (e) ; ‘1' (t: — £) = — (c) ; '!>' (2 TT — c) = — '!•' (e) ; 

‘1»^ (t: — c) *1*' (c). 

On en conclut immédiatement : 


(117) 


d^(s) __ 2 cos .s- fil <!►' (ê) sin £ — ‘•’G’') 
(Is t: J * cos- c — cos- s 

_2.1.(|-+o) 

t: COS s 


formule (jue, par suite de la symétrie, il suffit d’étudier dans l’inter- 
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valle 0, pour s. On en déduit immédiatement le résultat suivant ; 

Si ‘1*' (c) sin £ est une fonction de £ croissante dans l’inter- 
valle 0, , T est toujours décroissant, donc toujours négatif 



j)iiis<jn’il part de la valeur zéro (au point 1^). La vitesse croît alors 
réf^ulièremenl de 0 à 1 quand on parcourt les arcs OP, et OP». 

Dans le cas où *1» (î) ne satislait à aucune condition de ce genre, 
il est ('(‘pendanl nécessaire (pie pour s 0 , la (iéiivée coniinence 

par être lu'gative (ou nulle). Ola donne la condition nécessaire très 
iiupoiiante 


( IIK) 


4-^-- (/: <!• ( ~ 0 ) . 0. 

}„ sm(£) \ 2 7 


Lorscpie celle inégalité (1 18) se Iransldrine en éydlifc, la configu- 
ration correspondante dans le plan r est elle-mèine très impor- 
tante; les profils (pii y salisidnf ont été désignés par M. Brillouin sous 
le nom de p/oiie.s, pour la raison (jue voici. 

(’dierchons le layon de courlmre B d'um* ligne de jet, [lar 

exemple, au point IL de détachement d'axcc le solide. On a en 
général sur on t est nul, 


B 


<ls_ 

(/O 


et 


(/.s- 


< 1 : 


< 1 - 


(; -f -î-)(c -- 4“) “T 


d’après la rormule (88). où 


, c’est-à-dire 


< 1 - 


j.v= (I -- :') 


<r, 

r.: 


Donc 


B 


(/- 


</o' 


’ (/c 


l*our le point IL . réel tendra vers 1, et 


(/O 

(/; 


deviendra la 


dérivée normale calculée ci-dessus, pour .x 0 , savoir 

C; 


- sin(£) ^ T. / 


... J' 4 


Si donc celte expression ne s’annule pas, comme 1 


s an- 
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mile en Pj , on en conelurn que le rayon de courhure K est 
nul ; la ligne ),j s’infléchit donc iininédialcinenl à ranicre du 
corps : cela est sans inconvénient si cet obstacle est. coniine on dit, 
C/J (joutticrc, c’est-à-dire s’il est formé |)ar une lame prali(|ueinent sans 
éj>aisseur, arrêtée en P^ et Pj . Mais en général il n’en est pas 
ainsi : le corps est un solide (pii se continue, dans le sillage, au-delà 
des points P, et P., , et ces derniers points, ipii résidtent du 

calcul même, sont à priori des points du profil sans propriété jiartieu- 
lière du point de vue géométii((ue. L’existence physique du solide 
dans ces conditions est alors ijicompatihlc avec la nullité du ra 3 a)n de 
courbure des lignes de jet au déjjaii. Il est dans ce cas nécessaire ipie 
l’on ait l’égalité 


et le [irolil est dit alors une [iroue. 

Pour terminer disons un mol au siijel de l’allure des lignes de 
jet, en vue d’assurer une condition générale pour (pie les frontières du 
domaine Iluide ne s(‘ iH'coupenl pas. Nous supposerons, comme cela 
est prati(piement le cas le plus fré(pient, (pie b; long du profil P, OÏL 
(ne se coupant [las lui-même) l’angli* du courant avec o.r soit 
com[)ris entie — t: et i- - . Dans ces conditions, il (‘st elaii’ (pie 
si, le long de , c’esl-à-(lir(“ pour 0 ; ^ C 1 , nous constatons 

(pie 0 \a en décroissant eonslamment, la ligne s’écartera |)ro- 

gressivement de l’axe o.r à mesure (pi’on s’éloigiunii du corps, et 
par suite il n’y aura pas de recoupements possibles sur \vs frontiérixs 
du domaine du plan z . Or 0 (’C) , ampiel o (C) se lédiiil sur 

, est donné |)ar(l();{), (ju(“ nous prendrons encore sous sa sccomb* 
forme. Un calcul entièrement semblabli* à celui (pii nous a donné 

-4— nous donne successivement 




i 

( 1- - 

o) - <!• (-^ +0j 





1 1- i x 

•H 

[ 'V' ^ o) * - 

4’(- 

+0) 



1 - 

ix 

- 

-X ] 


4 4 sin (3)0 f L-) '1' (0^/^ 

"Lr(l^ n - i 4 L- siiV’ 3 


1 } 
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Prenons le cas des profils convexes devant le courant ; alors 

<!»' (g) est négatif entre 0, ^ . Nous savons d’autre part déjà que 

la condition 0 18) est nécessaire, elle entraîne, K étant en nombre 
supérieur ou égal à 1, l’égalité 





•]>' (c) (h 
sin £ 


Oci nous permet d’écrire 


rw 


(K 


sous la forme suivante 


Z f/o. Ç- I» - - **’ 

T" TTT 3o ^ (1 + sin c 1(1 — + 4 sin-c], 


en posant 


P ~ K 1(1 — 4- 4 siu'-î £| (1 -P C-T- Sin^3. 

Or P est toujours positif, car il est au moins égal à 
(1 + 4 c- sin2 £ - (1 4 CO" sin- £ (1 — cos^ £. 


Par consé(|uenl on voit que 


<K«) 


c’est-à-dire 


do 

(K 


reste néga- 


tif sur la ligue /j , et |)ar suite la ligne s’écarte progressive- 
ment (le l’axe *ox , en parlant du corps solide. 

Par suite enlin, pour les corps solides convexes, jusques et y 
compris le cas des proues, les dinicultés ci-dessus signalées ne se 
présentent pas, dès (|ue l’inégalité (1 18) est vérifiée. 

Nous laisserons de côté un examen plus complet des (|uestions 
(|ui se rattachent aux conditions précédentes, ainsi que des générali- 
sations, en nombre considérable, (]u’on a pu donner dans diverses 
directions à la théorie des sillages. Nous renverrons le lecteur soit à 
notre ouvrage Aperçus Théori(jues sur la Résistance des Fluides, soit à 
^'Idrnineccanica Piana, de M. U. Cisotti (Milano, 2 vol. 1921, 1922). 



CHAPITHH VIII 


MULTIPLICITÉ DES SOLUTIONS 


On a vu comment rhypollièse d’un sillage permet de trouver 
prnti(|uement, en général, une solution du problème hydrodyna- 
micpie de l’écoidement permanent d’un li(|uide rencontrant un solide 
donné. Il est extrêmement remarquable (|u’une telle solution, — satis- 
l'aisant aux équations de l’Hydrodynamique, échappant au paradoxe 
de d’Alembert, Iburnissant des priassions partout ])ositives et pbysi- 
quement acceptaliles, — ne soit pas uuujiic. Il peut, en elTet, exister 
une infinité de telles solutions, dont le rôle j)hysi(pie n’est du reste 
pas le même, et dont nous verrons, en terminant, pour ipielle raison 
on doit considérer l’un comme [)lus probable ipie l’antre, suivant les 
circonstances. 

Voici comment on peut, sur un exemple ])articulièrement lypiijne, 
mettre en indice ce fait essentiel (II. Vii.i.at, Sur lu (IHcrmiualiuu des 
problèmes de rilydrodyiiumique relatifs à la rèsislance des fluides. 
Annales de l’Hcole Normale, 1914, pages 4115-491). 

(Considérons le profd formé j)ar deux lames rectilignes AB , 
A(C , dont l’angle BA(C forme un cieux du côté d’où vient le 
le courant : comme |)arlout dans ce qui précède, le courant est 
sup[)osé hoi izontal et de vitesse 1, à l’infini à gauche. 

PCn a]){)iiquant les résultats du chapitre VI, on peut aisément 
former une première solution correspondant au scbcina indiijué par 
la figure ci-jointe. Le point O de bipartition du courant se trouve 
sur l’une ou l’autre des tleux lames (ce n’est que tout à fait exception- 
nellement qu’il coïncidera avec A ). Nous le placerons pour fixer 
les idées sur AB , et nous appellerons « — 3 et — a — 3 les 
angles de AC et AB respectivement avec O.r (on a, d’après 
l’hypothèse, :î<!2a<C27t ). La fonction (0 de la théorie 
générale sera fournie par la formule (80), ou (105), la partie réelle 
4> (ç) étant tenue à prendre les valeurs : 




— 84 — 


— a — 0 

pour 

B < -î <C *(, 

t: - - a — Z 

pour 

•'•(t < 5 < Sj 

a — 0 

[lour 

.s-, < a < 



f,is„ (.J (,a, ^ sont les points (jni correspondtMit à O et n A 

ealcul siin()lo conduit ainsi ù la tbnetion suivante : 


. Un 


( 120 ) 


\ 


» lo^î 


-t~ — (2 a - Tt) lo 


1 — Ce'-'* 

— (*is^ 


r^„s, 




et la condilitni tle régularité (87) donne la relation : 


( 121 ) 


.v„ y. 


2 y — TT 


•b ((► • < •''0 -'-i < -)• 


On achève sans peine les calenls, et l’on voit (|ue, en j)laçant au 
hc'soin le point O sur A('. an lien de AB , on peut, — les 
angles a et ? étant donnés — détenniner les constantes .S(, et .s, , 


liées par la relation précédente, de façon à donner au rapport 


AC 
A B 


la valeur (pie l’on voudra. Une honn^thétie convenalile, correspondant 
au ('hoi\ du facteur a- dans la fornude («S8), permettra ensuite 
d’assigner aux deux lames AB et A(^ des longueurs arbitrai- 
rement choisies d’avance. 

An reste, la solution correspondante est entièremrnt acceptable, 
les vitesses y sont partout inférieures à 1 ^{)) , car sur les 

parois {I - e'') on a V — , avec : 
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T 


— log 


^is — 

^iiso 





t: 


Jog 


(*is — 


quantité toujours visiblement négative. 

Mais on peut maintenant envisager une seconde sorte de solution 
répondant à la configuration du dessin ci-joint; une région de fiuide 
mort occuperait le voisinage de l’angle A , et serait séparée du 
liquide en mouvement par une ligne de jet À . Pour fixer les idées, 
le point de bifurcation du courant a été placé sur Ali . 

Dans le fluide en mouvement, nous poserons comme d’habitude : 

/■ ~ 4- / , 

en convenant de prendre [—() au point O . Les lignes 
Xa , CTj , rr, , X , CT , X, , appartiennent toutes à la ligne de courant 


LAJ— _ 

c/" 



= 0 . Dans le sillage arrière, la ])ression est constante : p — Po 

partout ailleurs, dans le fluide en mouvement, on a : 

(122) ,,_=/,„ + l(l.-Vï). 

C’est l’équation (81) du Chapitre VI. Dans la région morte DAE , 
la pression est aussi constante; l’équation (122) exige alors que V 
soit constant le long de X , puisque la pression est nécessairement 
continue. Nous ap])ellerons : 

(123) \\ = c-« 

certe vitesse, a étant une constante, nécessairement positive. 
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Au (iornainc occupé par le liquide mobile, il correspondra dans le 
plan f tout le plan, muni d’une coupure le long du demi-axe 0<p , 
dans les conditions qu’indique la ligure. Nous allons maintenant 
constater (|u'au moyen des principes du Chapitre IV, nous pourrons 
eflecluer la représentation conforme de ce domaine du plan f , 

t| 


(c.l ■ Ul. ■ la) ■ [A .] 

J [A.i 


d'abord sur l’intérieur d’un rectangle, et ensuite sur l’aire d’une demi- 
couronne circulaire de telle manière que les parois solides, ci, , 
d’une part, ci d'autre part, aient leurs images sur les circonférences 
frontières, et cjue les lignes de jet, X, , À» et À , aient leurs images 
sur le diamètre qui limite la demi-couronne. Nous nous trouverons 
alors ramené ù un problème que les résultats du Chapitre III nous 
permettront d’abor<ler. 

CtTectuons tout d’abord la transformation : 


(124) 

qui fait correspondre au plan f le demi-plan /' supérieur. 

Appeb)ns /'^ les quatre points de séparation qui corres- 

Plan f 

%\ ! loÿ W i i») • '^,1 

• I • ‘ l i. 

t. t'i 


pondent au passage d’un paroi solide sur une ligne de jet ou inver- 
sement ; puis opérons la transformation : 


(125) 


t' — r 


i 


P 

l + b ’ 


P et h étant réels, et choisissons h de façon que /, 4 /j -j- /,=:0 , 

Plan 1 

\Â} ' lA;l t. l©xl ’ lC3.1 tî lA] 


les notations se correspondant naturellement. On obtient alors dans 
le plan i la configuration suivante, où correspond à /^ = oo . 
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Envisageons maintenant la fonction elliptigue jor, construite au 
moyen des nombres , /'a) jouant respectivement le rôle de 

(c, , Cj , C 3 ) ; les formules (65) définiront les demi-périodes et <«>3 , 
et la formule : 

(126) / = />r, 

fera correspondre au demi-plan t supérieur, l’aire du rectangle de 
la figure du plan . Enfin la transformation : 


(127) 

nous ramènera, 


-, = loS Z - 

l TC 

ainsi qu’on le vérifie facilement, à la demi-couronne 



V—c'"'/ dans lèse 


circulaire, de rayons 1 et q 
di([ue le dessin ci-joint. 

On posera maintenant, comme au Ctiapiire VI : 


onditioiis (prin- 


(128) 

II) == / ~ e- 

U Z 

(129) 

Lî -r: (-) + iT 


de sorte que 0 représentera l’inclinaison de la vitesse sur l’axe OX , 



et que cette vitesse sera donnée par ; 
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V ('T 


U sera uiu* ronclion de c , donc de / , et |)ar suite de Z par 

rinterinédiaire des transformations ci-(tessus. Si cette fonction ii (Z.) 
était connue, on en déduirait donc, par (128) : 


(i.'n) 


,/7. , 
(i Z 


et l’on auia 


facilement 


(1.T2) 


au inoytMi de (124), (125), (12()), (127), d’où 


' ^ ^ 1/' (-^ ><>K ^ 


I'. -f 


loj. Z 


Kt on <léduira enlin de (l.'tl) l’expression de r en fonction de Z 
au moyen d’une (piadrature (|ue nous n’aurons, du reste, pas besoin 
d’expliciter. 

Calcul de ii(Z) . Il nous faut maintenant voir à quelles con- 
ditions est assujettie la fonction 12 (Z) . Sa partie réelle, h , 
représ<*nte en clnupie, point l’inclinaison du courant, donc avec les 
notations antérieurt‘s on doit avoir : 


poin' Z c'^ , 0 


C .s .s’,i 


Z 7 0 


•'•o < 


(-» 2 fj 


pour Z — </(’•' , 0 •< s 


Happelons <|u’on a toujours : 

(ia;{) Z 


2a < 2r. 


Maintenant, sur À, et Àj , la vitesse du lluide est constante et 
égale à 1. donc on a ; 

'r V- 0 pc)ur </ <; Z <C 1. 

Sur ) , nous avons vu que la vitesse était constante et égale à 

(éq. 125) donc : 


a (d >> D) jïour 


1 < Z < — 7. 



Une ronction L2 (Z) satisfai.snnt à ces cunditions concernant 
H et T peut se déduire iiinncdialement des i'orinules générales 
que j’ai données <lans un Mémoire (S(ir certaines é(faalions intê(jrales 
et sur (jiiiel<jntes problèmes qui s'y rattachent. Acta Matheniatica, lOlü, 
pages 101-178), mais elle résulte aussi, très facilement, des dévelop- 
pements du Chapitre II. Kn elïet, la fonction : 


(laa) 


< ) 


,(Z) 


< ) 


(t 


log Z 


où l’on prend pour log Z sa détermination principale, sera réelle sur 
/Vue réel de la demi-couronne envisagée dans le j)lan Z . On peut 
donc la jnolonger analyticpiement par symétrie dans la demi- 
couronne inférieure (pii complète la couronne entière, et l’on est 
ramené, pour calculer ü, (Z) à chercher une fonction dont la jiartie 
réelle prend des valeurs connues, et faciles à écrire explicitement sur 
les circonférences frontières (considérées dans leur entier). La 
constante arbitraire, imaginaire pure, (pii intervient dans la formule 
générale (29) à appli(pier, se trouve ici déterminée par le fait ipie 
ii| (Z) doit être réel sur Taxe réel. 

On trouve ainsi, grâce à un calcul simple (pie h* l(‘cteur rétablira 
aisément, d’abord ü, (Z) , puis, par (l.’l.’O : 


il (Z) -- /■ log 


(VM) 


+ ( •'» - -7 ) '"fî ~ '' 


On choisit pour la détermination de log — 


) 


( ) 


celle (pii est égale 


à ir. pour Z — 1 , et ([ue l’on suit jiar continuité dans la demi- 

couronne. 

La condition (runiformité (10) de la fonction ii, (Z) impose ici 
la relation ; 


2 / 


.V f (I {) , 


l 0)i 


c’est ce qu’on voit immédiatement, puis(pie la partie réelle de ü, 
est égale à celle de Li sur la circonférence | Z | = 1 , et à 


— 0 + log (/ j 


sur la circonférence 


1Z|=(/ . 
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Il nous faut maintenant nous assurer que la solution ainsi 
construite est acceptable. Pour cela, il sulïit évidemment de nous 
assurer : 

1" Que les lignes \ et sont concaves vers le sillage, car 
alors elles ne se recouperont pas. 

2" Que la ligne X est concave vers le courant; alors, elle 
permellra l’existence des deux parois solides DA et AE ; 

3" Que la vitesse dans le fluide soit partout ^ 1 , c’est-à-dire 

que T ne soit jamais positif. Pour des raisons déjà expliquées, il 
suHlt de s’assurer que T n’est jamais positif sur les parois .solides 
m , O) et Oj . 

Nous allons vérifier ces trois conditions, grâce auxquelles il est 
clair (jue le domaine construit a posteriori dans le plan z au moyen 
de la formule (131) sera d’un seul tenant. 


Condition P 


(13<)) 


/ 


X, et 


, on a (■ 

H sont 

déjà 

connue 

(/h 


fr / 

(/Z “ 

uZ 


log Z f 

T. 

■o) f ^ 


(»)j J "t: Là 


La dérivée de U (Z) garde un signe constant, car elle est égale à la 
quantité (réelle) : 


<tv 

(/Z 




et celle-ci est évidemment continue dans rintervalle (</ , 1) , et ne 

s’y annule pas car les arguments des deux fonctions p restent 
distincts sans que leur difierence puisse devenir une période. De tout 
ceci résulte que l’angle w sera toujours décroissant ainsi que 
l’exige le sens de ta concavité, si les valeurs extrêmes de Ü sont 
négatives, c’est-à-dire si l’on a : 



D'aj)rés la troisième équation (49), ceci s’écrira : 
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( 138 ) 


2îa-ï^ s„+ — 

TT TT (t)j 


0 . 


D’autre part, d’après l’équation (50) on peut écrire : 


M 


r ‘”1 

■•3 “ *'0 ^ **o 

TT TT 


JL 

2 


// -J- .So 

TT 


O) J 

P -± — c, 
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<0 . 


de telle sorte que l’inégalité (138) entraîne rinégalité (137), et qu’il 
suffît de conserver l’iinique condition (138). 

Condition 2®. — Sur la ligne de jet À , on a — 1 <; Z •< — q . 
Nous poserons Z = — p (7 <; p <C 1) • Ku utilisant les formules (45) 
on aura sans peine pour w : 


w — I log 


( ^ -S,) 

(77 f + V ■'») 

(Ajÿ:iL log f H , - « - 


Il nous faut écrire que H (p) décroît (]uand p croît, c’est-à-dire 
quand on décrit X dans le sens P^I) . Comme ci-dessus*, nous 

trouverons que varie toujours dans le même sens, entre deux 

dp 

valeurs limites qui sont, à un facteur positif près : 


2C 




.So 4- ^ 


TU 


TT ' 


et 


2C,-^ + 

7t TT 


a 


(t)i 


a 


Il suffît donc que ces deux expressions soient négatives ou nulles, 
ce qui fournit une seule inégalité à retenir : 


( 139 ) 


‘iC, ^ .So 4- 

TT 


2^1 

■ " "" *>11 


71 


a 


0)i 


.^0 


’ Bien entendu, pour la dérivation d’une fonction telle que , il suftira de faire 

usage de la première équation (49) pour être ramené à la fonction î; (ii+->i) , dont la dérivée 
est — p(u-fw,). 



à cause (le la forinule (51), écrite sous la l’oriue : 



el où l(‘ second membre est évidemment négatif. 
Maintenant l'inégalité analogue : 



montie <|ue la condition (I.IS) est elle-même une conséquence de (1511), 
seule condition (ju’en délinition il nous faille jus(jirici conserver. 


Conditions*’. Il faut ici nous in(|uiéter du signe de T sur les 
parois solides. IMaçons-nous sur n, ou , Z — e'* (0 < .s <; z). 

On trouve immédiatement (|ue le valeur de T est : 


(s) 




(I 


T. 



On a ensuite : 


</.s‘ r: 


(i^-T 

(Is^- 





- Tl <•>! 


(t 




- .'o) - P ^ (-v + •■‘•o) 


(a'tte déiivée seconde est toujours négative; 


décroît donc, 
lis 


et ses valeurs aux limites pour .s 0 et s — z , sont négatives 
d'après les conditions (157) et (131)) déjà écrites (il fallait s’y attendre, 
car ce fait n’est autre (|ue celui (pi'indi(]ue une formule (T) écrite ici 

sous la forme ■ , si n désigne la normale extérieure 

(> n O.s- 

au domaine). Quoi (pi’il en soit, T va donc décroître dans l’inter- 
valle (O, s\,) ( .s\, est un point de discontinuité) ; dans cet intervallle, 
T sera donc négatif, car T (0) 0 . — Dans l’intervalle (s^ , x) , 

T part de , passe par un maximum et parvient à la valeur 
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négative — a ; le sens de la concavité de la courl)e représentative 
est vers le bas, la ])ortion de courbe C en (|uestion est doue située 



enlièreineul au-dessous de la tangente au j)oinl lerniinal P . Or, la 
|)enle de celle langenle esl ; 


/// 



^ .Vo + 


2 Y. 


I "’l 



nombre évidemmenl négalif. La j)eule de la droile OP esl, d’aulie 
part — , el l’on a : 


I 

ni -j- - 



Or, nous avons démontré au Cbapilre III (IbrmuU; 52) (|ue la 
(juanlité entre paientlièses était nâjntivc, donc oti a : 

(t 

ni ,:> — — . 


La portion de courbe C envisagée reste donc constamment au- 
dessous de OP , el p:ir suite T reste aussi constamment négatif 
ou nul sur n, el 

On s’assure ensuite, sans aucune peine, (jue les conditions déjà 
écrites sulïisent poui' que T soit également négalil ou nul, tout le 
long de la ligne rr (Z = (/ c'* , 0 <C s <!! t:). 


Résumé des conditions à satisfaire. — ICn délinilive, nous aurons le 
tableau suivant des égalités ou inégalités aux(|uelles doivent satisfaire 
les constantes introduites dans les équations : 
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(140) 


7t<C2a<C2n ; 0<C«±:S<;it 

a > O ; O < *0 < it 


^ _ 2a _ s, + IfÜL = 0 


\ TC t: (i)| 

auxquelles il faudra joindre la relation qui exprime que pour Z—j 
(point de séj)aration entre X, et X^ sur le plan Z ) la vitesse est 
horizontale : H = 0 : c’est cette condition qui oriente le courant 
li(]uide. 

Il Inudruit même ajouter, si la double lame est donnée, que les 
deux longueurs AB et AC , calculées au moyen de (131), doivent 
être égales h des longueurs données. 

Oci posé, laissons de coté pour l’instant les conditions concer- 
nant ces deux longueurs ; donnons-nous O», et <>>3 , et posons : 


(141) 


X ^ 


les deux dernières conditions (140) deviennent : 


‘l| 

' Jé <'>rj \ (fjj 


(143) 


;t' -f- Il % 


(.oiistruisons maiult'iiant la courI)e r , d’éciuation 


'i| - -- :v. + 2ü X, 

dans l’intervalle (0 , ...,) pour X> . On constate aisément que 
cette courbe a la forme qu’indique la figure; en utilisant (49), on voit 

de suite que la pente de la tangente en O est e, -|- IJ- , nombre 

que nous savons être positif (éq. 53).* * 

Donnons-nous maintenant les angles a et 5 , satisfaisant aux 

inégalités (140) requises, et prenons sur OY un point H . 

d’ordonnée positive ; par ce point, menons la droite HA 
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de pente ^ ^ — ; cette droite rencontrera r en un point M . 

Â (1)3 ^ 

Il suffira alors de placer le point S de coordonnées sur 



le segment H'M , pour (|iie les nombres et 'Ij satisfassent à 
toutes les conditions imposées. 

Les valeurs de s,, et de a en résulteront. 

Il est alors aisé de constater que la condition, non encore expli- 
citée, H (y) ~ () , ((ui ex])rlme rborizonlalité du courant à rinlini, 

détermine alors le nombre y , entre 7 et 1 . En elTel, on a : 


ou bien 


en posant 


(-) (y) ü (y) / k,g JLJJÎ 

’(t7 

+ ~ v) '“R-'' + 5 


e (y) (l»gy) H- TT — a — 3, 


G (/) = / log -Al:: — L + ( Aj 


Or, on voit que G (/) décroît constamment, pour log </ <C / <; O , 


entre les valeurs limites suivantes ; pour / = O , log 


-î ( ) 


G (0) = — TC . Pour / = log q — 


, on a : 
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(î (log ({) = i log 





Mais oii a (forinules 21) : 



c’csl-à-dire, (ra|)rt*s la iclalion (ondainentale (19) : 


( 


■'il ‘•':t - 

î 

II 


el d'apiôs la condition (Idô) : 


(1 (log q) ~ — 2 a - -rt. 

l Oj 

l’ar snilo, nous voyons que G (/) varie en décroissant entre les 
valeurs 2 / — ~ et — tc , elle prend donc une fois et une seule la 
valeur — t: | y î , et j)ar consé<pienl récjuation : 


(“> (./) = 0 


a une racine j et nue seule dans rintervalle indi(jné. 

La luiiUiplicilc des solutions acceptables pour un inèine obstacle 
est alors dès inainlenant déniontrce. En effet, conslruisons la solution 
(jui coirespond au point S choisi sur la droite MM , et à des 
angles a et 5 donnés ; calculons les longueurs AB et AC des 
lames correspondantes. Puis, ))our l’obstacle BA(^ ainsi construit, 
formons la solntion de ))remiére espèce qui correspond aux calculs 
du début du présent (diapitre, et pour laquelle le courant suit cons- 
tamment les ])rotils sui' AB et sur A(> sans s’écarter des lames et 
sans éviter le somnu'l A . Nous avons constaté que cela était 
possible avec des lames de longueurs et d’orientations données. 

Nous avons ainsi construit deii.v solutions pour le même 
solide BAC . 

11 est du reste à j)eu prés évident (ju’il y en aura une infinité, 
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puisque nous pouvons dans les opérations précédentes choisir te 
point S d’une infinité de manières; mais il faut montrer comment 
on peut s’arranger pour obtenir toujours le même solide, avec deux 
lames ayant toujours les mêmes longueurs et tes mêmes orientations. 
Je renverrai pour ce point le lecteur à la belle Thèse de M. R. Tbiry 
{Annales de l’Ecole Normale, 1921). 

Il est très difficile de dire quelle est, a priori, des solutions 
possibles, celle qu’il faut considérer comme la meilleure, ou la plus 
probable. On trouvera dans la Thèse de M. Thiry (p. 38) d’intéres- 
sants développements. Il est assez probable que toutes les solutions 
trouvées sont acceptables; si l’on a réalisé, par exemple, la configu- 
ration pour laquelle il n’y a pas de plage morte au voisinage du 
point A , la moindre aspérité ou irrégularité physique de la paroi 
OA (en supposant le point de l)ifurcation sur AB ) suffira [)our 
agir à la manière d’un petit obstacle supplémentaire, en faisant naître 
une ligne de jet X à partir de l’aspérité en 
(juestion. Sur AB , il existe un point D,, qui 
correspond au départ de la ligne X dans le cas 
où le point S de la théorie précédente se trouve 
placé sur 1’ au lieu d’être à gauche de cette 
courbe. Si, alors, la petite aspérité envisagée est 
placée en L, sur BD,, , elle donnera lieu à 
une très petite perturbation, localisée au voisi- 
nage même de cette aspérité, sous la forme d’une 
petite masse de liquide placée à l’arrière, et ne 
participant pas au mouvement général. Si, au 
contraire, la petite aspérité se place en Lj sur 
D,| A , elle donnera lieu à une perturbation très 
notable, avec une ligne de jet qui ira se raccorder 
avec AC ; (juand bien même l’aspérité deviendrait infiniment petite 
et disparaîtrait entièrement, la perturbation dans le liquide subsis- 
terait toujours d’une façon finie, alors qu’il n’en serait pas de même 
dans le premier cas. 

Il semble donc résulter de ces considérations que, pour un solide 
j)arfaitement poli, c’est le cas limite sans ligne X (]ui a le plus de 
chance de se produire. Pour un solide à bords rugueux, la plage de 
fluide inerte tendra, au contraire, à se former, et sans doute le plus 
tôt possible. On aura alors affaire au cas limite où le sillage j)art du 
point criti({ue D„ . 

Nous n’insisterons pas davantage sur ces sortes d’interminations, 
ni sur d’autres dont on trouvera l’exposé détaillé dans les travaux 
cités dans le présent Cbapitre. 





CHAPlTHi: IX 


RAPPEL DES ÉQUATIONS 
DES FLUIDES VISQUEUX 


Nous voulons, dans les (Chapitres (jui vont suivre, examiner les 
projn iétés et parlieularilés du mouvenienl d’un fluide parfait, comme 
provenant à la limite de celles ipii interviennent pour un fluide 
vis(jueux, dont la viscosité supjxisée très faible tendrait vers zéro. 
Otle manière de faire doit pouvoir mettre en évidence (juelles seront 
les conditions aux limites les plus naturelles à adojiter pour obtenir 
une repiésentation, au moyen du fluide jiarfait, tpii fournisse une 
bonne apjiroximation pour la réalité physi(]ue. 

11 nous faudra donc utiliser les éijualions de riiydrodynamique 
des fluides vis(|ueux, écpiations dont nous allons rappeler très rapide- 
ment comment on les établit, de façon à cerpie le lecteur ait [irésentes 
à res|)rit les bypotlièses ipii leur servent de point de départ. 

litanl donné dans la masse fluide un élément ayant la forme d’un 
dis(jue très mince dont les deux faces parallèles .s et .s' soient 
réunies par un cylindre, nous orienterons (diaque face au moyen de 
la normale vers l’extérieur du disque, et nous appellerons F et F' 
les efl'orts rapportés à l’unité de surface, qui s’exercent sur s et s 
de la part de tout le fluide adjacent. Les etTorts F et F' sont 
évidemment opposés, car les forces extérieures et tes forces d’inertie 


appliquées à notre dis<[ue sont de l’ordre du volume, et les efforts 


intérieurs F . s et F” . .s' 


sont de l’ordre de la surface s 


Or 


l’ensemble de toutes ces forces doit être en équilibre. 

En un point M (a yr) nous imaginerons trois petites surfaces 
planes, orientées respectivement par o.r, oy, oz . Nous appellerons 

f 

Xa-, Y.t, Zj , les projections sur les troix axes des coordonnées, 
de l’effort unitaire exercé sur la face normale à ox . Xy, Yy, Zy ; 
Xz, Yr, Zz , définiront de même les elTorts sur les deux autres 


surfaces. 
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(>eci posé, envisageons un petit iniralléiipipcde de dimensions 
dx,d{i,dz , ayant son centre en M (a, i/, :) , et appliquons le 

théorème des moinents par rapport à Taxe parallèle à ox . passant 
en M . Les elTorts internes appliqués sur les laces donnent la 
contribution dy (dx dz Y.) + dz (dx dy Z„) = (Z„ — Y?) dxdy dz, 
de l’ordre «le grandeur du volume du petit élément. Le moment des 
forces d’inertie et des forces extérieures sont évidemment d’un ordre 
de grandeur beaucoup ])lus faible. 

Donc on a 


le déterniiiiant 


Y:’. Z,. Z.=r.X:, X„ = Y.; 


X . Y . Z., 
X,/ Y„ Z, 
X. Y: Z. 


est symétrique. On le noiera, avec Lamé, en changeant l’écriture de 
la façon suivante : 

N, ’l’, T. 

'I Ni t; 

T, T, N , 

La considération d’un petit élément lluide ayant la forme d’un 
létraède «le sommet M , et d’arêtes parallèles aux axes or, oy, or, 



donne immédiatement les é(|uations suivantes : on n’aura à retenir, 
pour les mêmes raisons que ci-dessus, que les efforts sur les petites 
surfaces limites; en jjrojeclion sur o.r , ces efforts auront pour 
valeurs, en appelant /. ni, /i , les cosinus directeurs de la normale 
à la face S = A B C vers l’exlêrieur. 
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— /SXx, — mSX,,. — nSXz. SX, 

On a donc, X, Y, Z, désignant l’efTet unitaire sur un élément de 
de surface orienté par (/, in, n) au point M ; 


i X, — / Xj- -(- in X,/ -j- /J Xi 

(144) . Y, = / Y., m\y + /I Yi = 

i Z, / Za- ^{/ Zt 


/N, -f- /n T;i + /I Tj 
/ T, + /» N. -I- /» 'l\ 
/ + m T, + n N, 


L’elTort (X, Y, Z^) est donc perpendiculaire au plan diamétral 
conjugué de la normale à rélémenl, par rapport à la (imulriqiie 
directrice : 


(145) N,» -h + 2T,y.: -f 2T.ll + 2T,;r. ± 1. 


On va maintenant cherclier à relier les coelïicients N et T , 
fonctions en généraj de (.r, //, r) et du temps / , aux dérivées de 

la vitesse (n v w) [fonction des mêmes variables), de la molécule 
tluide qui passe au point M à Tinstant l . 

La vitesse du point voisin M' (.r -f // + 
même instant / , a des projections telles que 


« + TkjT" + 


la vitesse relative, de M' par rapport à M , est donc 



Il est à peu prés évident que les forces de viscosité, — c’est-à-dire 
les forces internes qu’il faut ajouter à la pression intérieure des 
fluides parfaits, pour obtenir les efforts généraux ci-dessus, — dépen- 
dent des vitesses relatives; et de plus, (jue tout mouvement d’en- 
semble du fluide (à la façon d’une masse solide) n’a aucune influence 
sur ces forces de viscosité (ou de frottement). Or un déplacement 
d’ensemble pour les points de coordonnées relatives o;r, Zij, Zz, 
autour des j)oints (,r, y, z) est délini par des compoposantes de 
la forme ... , ... ; («o, ii^o) n’ont 

aucun intérêt, mais (L^O i)ermettant de réduire à si.c le 
nombre des dérivées de (//, v, w) appelées à jouer un rôle dans les 
calculs : on peut prendre (Î y, 0 comme on voüdra sans changer le 
frottement intérieur. On prendra avec Stockes la définition du 
tourbillon (cf. Vi\ Cours quelconque de Mécanique Rationnelle). 



m 



Moyc’iiiianl (|U()i les coinposaiiles (14(>) de la vitesse relative 
prendront iniinédiatement la tonne 


(148) 


àtl 

f i 

(' (b» 

. 0// \ ^ 1 

/ dm 

0// \ 

i)X 

<>.r -4- -TJ- 1 



\ 0.r 

+ 0: ) 

/ 


f Y, or Cd;/ ; 


I^es ternies indépendants de q r,!; dans ces expressions définis- 
sent la (iéfornialioit pure. 

ÏA‘s six nombres 


0/1 ùv 0//1 ()//> I On 0/1 I ùw 0/> I 0// 

O.r ' 0// ’ (>r ’ 0// Or ’ Or ^ O.r ’ O.r 0/; 

portent le nom de <’omposantes de la vifesae de dèformution an point 
(a'//r) , pour la raison (jne voici. 

I^a distance, à l’instant t , des «leux points voisins M et M' 
est fournie par 


O.S-- ~ o.r- 4- O//- -f ôr- . 


Au bout du temps dt . ces deux points sont devenus : le 
premier, M, ; x -f- // dt, ij vdl, r + ; le second, M', : 




.r -f o.r -}-(// f O//) dl — .r -f- // di + o.r 
. tb/ ^ , 0// , \ 

• : 


VIF 


La distance M, M’, : o.s' est donc donnée par 


o,v- ™ 


[(' + F ‘") 

+ I F+[ 1’ 


-f- — r— ■ dt O 


c’est-ù-dire (ju’en négligeant di- on aura 



m 


(149) 


Ss'2- 

- B.v2 

~ 2 f// 1 

-r — 6; 


• Sj/* -f- 

+ ( 

dm 

\ 

dp ' 

) û f/ S Z 


, dm 
dæ 


B Z B.t 


/ Ùl) 


Op du 
d;r ^ à y 


o.r 0 1 / 


On voit maintenant de suite ([uc, pour un petit parallélipipède 
de sommet M , et de dimensions a, b, c , parallèles aux axes 

ou à U diu 

’ 'dî/' ’ TT 

sont les nUcsses (rallongement des côtés. Car en prenant par exemple 
M et M' aux deux extrémités de rarête parallèle ii o.r , et appe- 
lant o' à la distance des deux points tranlormés, on a par l’équa- 
tion (149) : 


a'i _ 2 <11 . -r— , 

d.r 


c’est-à-dire 


a — a __ on 
a (It d.r 

en négligeant toujours dt- devant dl . 

De même les coelïicients des termes rectangles sont les nilesses de 
glis.sement, avec lesquelles se modilient les angles des arêtes du 
parallélipipéde, deux à deux. En efl’et les projections sur les trois 
axes, des arêtes a et b placées en M , .seront, à l’instant t : 

a, O, O ; O, b, o : 

et après la déformation elles sont devenues : 


i)ll 

d.r 


()/; 

’ d.r 

- dt , 

d m 
a — — 

i)X 

dt , 

M 

dp 

1 + -T— 
Oy 

,ii\. 

, ()m 

" 0.-/ 


L’angle 
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des deux nouvelles arêtes a', // , sera donc donné par 


ou encore 


«' /)’ sin £î ™ ah 


/ àit 
V'ôÿ 


-4- 



tll , 



-f 


i)r 

Ox 


toujours nu même defçré d’approximation. 
ICnfiii notons cpie la quantité 


(150) 


fj 


<)n i)ii 

ô.v ' <0/ ér 


porte le nom de dilalalion cubique; elle représente, par un calcul 
analogue aux précédents la vitesse d’augmentation du volume du 
petit parallélipipéde de tout à l’heure. 

Ellipsoïde de déformation. — l’ne petite sphère de centre M à 
l’instant / , devient, autemps / f <11 , un petit eUijmmle dont 
l’écpuition sera fournie par (140), en y changeant simplement le 
signe de lit de façon (pu* o.s' se rapporte à l’instant initial, et o.v 
î) l’inslanl linal; en supposant o.v' - r , nous aurons l’écpuition de 
Vellipsoïiie de dèfarmalwn correspondant à la sphère de rayon r sous 
la forme 





■f- 



11 y a doue en chacpie point un tel ellipsoïde, letpiel possède 
naturellement au moins un trièdre Irirectangle de directions princi- 
pales, trièdre (pii reste Irirectangle par la suite, après la déformation. 
Si donc on rapporte la déformation à ces trois directions principales 
M X Y Z , prises comme axes, les <ilissemenls seront nids ; c’est-à- 
dire (pie, U V W , re|>résenlant les projections de la vitesse 
(// r w) sur ces axes particuliers, on n’aura plus que trois compo- 
santes de déformation non milles, à savoir : 


OU ov o\v 

OX ’ oY • èZ ’ 


les trois dernières étant milles, ce (pii donne 


(lôl) 


c)W 

OY 


+ 


OV 

oz 


0, 


ov 

oz 


+■ 


ow 

OX 


0. 


ov 

OX 


4 - 


ou 

OY 


0 . 
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Or, dans un paragraphe anlérieur nous avons obtenu réquation 
(145) de la quadrique directrice par rapport aux plans principaux de 
laquelle les eflbiis internes se placent syinétri(|ueiuent. Connue, ainsi 



qu’il résulte de rexpérience, les forces de viscosité ne dépendent (pie 
des vitesses de déronuation. les plans principaux de nos deux 
quadriipies coïncidenl nécessaireiuent. b^t, en adoptant, jioiii l’instant, 
au point M , ce triedre M X Y Z comme triédre de référence, 
nous écrirons les coenicienls de Lamé, — ici au nombre de trois 
seulement non nuis : H i, fl .j, T( . , — en les développant jiar la 

formule de Marc Laurin et supposant (pic l’on jniissc tua/liijcr les 
termes d'ordre supérieur an premier par rapport aux vitesses de 
déformation. 

Nous obtenons ainsi 



b 1 — - a, 
*li 'J ;; A J -|- 

b ;i = A;, -f y-j 



()V 

(>W 

ox 

f 

+ h oY 

+ OZ 

ou 

ov 

()\V 

ox 

+ ,)Y 


ou 

, OV 

m 

ox 

+ ()Y 

OZ 


Or s’il y avait équilibre, et par conséquent si les vitesses de défor- 
mation étaient milles, les elTorts intérieurs se réduiraient à la simple 
pression normale p ; il en résulte donc (jue nécessairement 


on a 


et il vient 
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(153) 


Tl, 

'ITa 

'ri,, 


P -f 


ôU 

dX 


■ff^i 


àV 


à\ 


T + Y 


ÔW 

ÔZ 


ôU 

+ “:* “ôX" ^■ 


Supposons maintenant, ce (|iii est évidemment le cas général 
pour les ihiides naturels. <(ue le lluide soit isotrope: il n’y a aucune 
dilTérence spécilique entre les trois directions principales. Kn 
échangeant X avec Y , puis en faisant des permutations circu- 
laires, on obtient ainsi les conditions, permettant de réduire le 
nombre des coellicients à deux : 




A -f- 2 a , 


a.» 


Vl 


a 




7i 


D’où finalement les relations 


(154) 


II, 

IT., .r: 

'ri',^: 


P \ /. (-► 4 2a 


èV 

OX 

<)V 


P f À W f 2 a -rÿ- avec <-» Z 


éW 

P -f- ^ F “Tÿ 


5 Y 

)\\ 

OZ 


OU OV OW 
OX + OY i)Z 


Si enfin il s’agit d’un fluide boinogène, c’est-à-dire identique dans 
toutes ses parties les coeflicients À et a seront les mêmes partout, 
ce seront des constantes (coeflicients de viscosité). 



Des formules (154), établies pour les axes particuliers M X Y Z, 
il est très facile maintenant de <léduire les expressions qui conviennent 
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lorsque les axes ont les direclioiis| quelconques concernant nos 
calculs initiaux. La figure ci-jointe montre les cosinus directeurs des 
directions ox, oij, oz , par rapport aux axes M X Y Z . 

Les formules (144) appliquées à rélément situé en M et orienté 
par ox , donnent imnuHUalement (en les utilisant par rapport au 
trièdre M X Y Z) , 


Xa r X / 'n > 


Y.r = m ri^ , Za = n 'fil;, ; 


Par suite les composantes, sur o.r. o//, oz , de la même force 
exercée sur rélément normal à ox , sont 


N, = / Xa- + m Ya- + n Z, 
T, - l' X, -F m' Ya- + n'Za- 
T, = l''X,.+ 


- P- rio, h /«« iio, 1- //2'n,, 

= II' ri I ni ni' -j- nn' fé, 
= II" U t + mm" 'H , 4 -f nn" lY, 


c’est-à-dire 


N. 


À H 


— /; + 2 a + / 1,2 


()Y 


éZ J 


(ir,5) 


O r,r , , ÔW ] 

T - 9 I //" Æ. 1 . nn" ^^" 1 

Tj _ 2 a I // 4- mm -f nn J 


Mais tes formules de transformation évidentes, telles (jne 


X --- / .r 4 iy -f l ’z , . . 

n = I U 4 m V -H /I W , 


donnent de suite 


()ii du , du du 

^ "ÔX ^ + 


dx 


d\ ^ OZ 

OV 


U OU OV 0W\ 

Z ^ "ÔX ^ 'ÔX "ôx / 


/, ou OV , 0 W\ /, ou OV 0W\ 

+ V dŸ + Tv + 'ÔZ '' V Hz oz ''Hz) 


c’est-à-dire à cause de (151) 

On __ « OU 


^ dx OX 

(156) on trouve de même 


—4- -f ni^ -4^ -f if- 


OV 

ÔY 


OW 

OZ 


f div du 
\~dÿ Hz 


2 


(l' 


I" 


OU 

OX 


OV , „0Wv 

+ " ôzj’ 


-f m' m" 
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C‘t toutes les formules semblables. 

Une conséquence immédiate est que 

du àif àw éU , OV dW 

» -= d{/ "éf ~ ÔX HT Hz ’ 

ce ((ui était du reste évident par avance à cause de la signification 
invariante de l’expression 0 . Kn lin de compte, portant dans les 

formules (155), celles-ci se réduisent à 


(157) . 


N 






àll 

'P 
* 1 


^ dtp 


dp \ 

1 P f 

L 0 

+- 

2 (X 

o.r 


dif 

-f 









{ du 

+ 

dut \ 

, - P 1- 

> 0 

i- 

2 |x 

dy 


- !>. ( 

K dz 

7.fJ 

=:=: P -(- 

« 



dtp 

T;. 


( dp 


du \ 

/ 0 


2 a 

dlj 

= a j 

1 

+ 



du , dif 
() ----- -4- 


(>.r 




dtp 

HT 


Équations générales du mouvement. - (’.eci posé, les équalions du 
mouvement d'une particule Iluide s'établissent comme d’habitude; 
eu suppo^^ant une particule parallélipij>édi(jue placée au j)oint M à 
l’instant / , ses dimensions étant r/.r, (/;/, <1: , on voit tout de 

suite (pie les elTorts exercés sur les faces du parallélipipéde ont pour 
jirojection totale sur l’axe o.r ; 


( 


<^.r 


f 


•'î/ 



(l.r dtj (/r . 


De sorte (pie si c désigne la densité au jioinl M, (,I.,, Jy. J;) 
l’accélération de la molécule (pii passe en ce point à l’instant / , et 

si enlin ( ; X,. , pY, , oZ,. ) , sont les projections de la résultante 

des forces extérieures, rapportée à funilé de volume, on aura les écpia- 
lions générales de la dynami(pie 


( 158 ) 


I 



-- X,- + f 
' O.v 


d\,i OX: 
dy “ÂT 


D’ailleurs, 


les composantes de faccélératioii étant 


du du dtp 


dt ’ dl ’ dt ’ 



— m — 


et par suite 


w 


iUi 

().r 


J,i- — -JJ- -f M -J— -h “aTT + 




àn 

TF 


on en conclut les équations 

f( 


(bi 




4 U . 

d.r 

+ iUj + ) 

()N, 

, ‘^T., 

. d'l\ 

é.r 


+ ,)/ ; • 


qui à cause de (157) fie mettront finalement sous la forme 


I 


()/> . ^ (>0 . 

T “f* î-*-) 77^ H~ “ '\<' 




/ ()n du du du \ 

■■= f ( -û + + "1^ + '" -JF )■ 


(15») 


A II 


i d-u ()~II \ 

\ '.U')' F\if- rt:< / 


<y-n I Oïn\ 


i)u , dn dm 

zr + "rtF ^ 


A ces é([uations il conviendra trajonler : 

1" L’é([ualion de continuité, en suj)[)osant (ju’il ne se forme pas de 
cavitations dans le même fluide, autrement dit en supposant que le 
fluide reste bien continu. 

(k‘tte équation 


(16))) 


<)o d(cn) d(or) d(cm) 

^ ~dT~ ~djr 


se réduit pour les cas des liquides incompressibles (p - Cte) , à 




(>n 



2" L’équation complémentaire, qui dans le cas des liquides incom- 
pressibles, — le seul que nous considérerons par la suite, — se réduit 
justement à 


(102) 


Cte. 



- no 


Kn nous plaçant précisément dans ce cas les équations du liquide 
visqueux se réduisent à 



oa’ 


~j~ [i. A II Cl 



-h II 


Ôll , ()ll 

^ i; __ 

<)a* dy 


-f* w 



Ou Ou Oiu 


(1*011 rinté^ration devra juMinettre de tiier ii, u, iv, p , en fonction 
de (.r, y, z) et du temps / . 

Fonction de dissipation. ~ Hevenons jmur un instant au cas 
général, en vue de mettre en évidence certaines inégalités important(‘s 
aux(|uelles satisfont les coeflieienls À et a . Évaluons le travail 
eflectué par les forces de viscosité. Pour le petit j)arrallélipipède 
élémentaire, les centres des forces normales à o.r se déplacent 
pendant le temps dl , de ; 

{iiiH, ) et de ( (( -f (il . 

Le travail produit est donc, en ce (|ui concerne ces deux faces : 

( X., (ly (Iz) Il (Il -f ( Yr (/(/ <lz) Il (Il f (-- Z i (lij <h) w dt 

4 - ^ X,, H dx ^ d(j dz (^11 f (/.r ^ (// -f- -f- 

c’est-à-dire, en ne |)renant (pie les termes principaux. 


V ^ . Y -^-7 — 


O.r 


H- Il 


0 \,. 

à.r 


-f 


Ox 


-f- lu 


07.,. 

O.x* 


dx dy dz dt , 


Hn opérant de même avec les (|uatre faces restantes, il vient dans 
le travail élémentaire total, d’abord des termes tels que 


[“ 


""" + ^ + 


éXr \ . / àY.r . OY,, , àY. 


é.r 


lU 


éZ.. 


>r / \ Ox Oy 






/ oz. 

V à.r 


J éZ„ , àZ. 
i ~r 


(^y 


Oz 


^ j dx dy dz 


dt 
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qui d’après les équations du mouvement (158) elles-mêmes, expri- 
ment le travail qui se trouve utilisé en énergie cinétique et un travail 
des forces extérieures ; — et il restera ensuite une expression 

Q dx dij dz dt , 


avec 



ou encore 


(104) 



- P 0 représenle le travail dii à la compression. La quantité lestante 
représente le travail qui, du fait de la viscosité, ('sl [lerdu comme 
énergie mécani<|ue, et doit se retrouver sous forme de clialeur. 

La fonction Q est la fonclioii de dissipation, (domine la viscosité 
est un froltemenl intérieur, par définition même (‘lie consomme du 
travail et n’en fournit pas. 

Donc rex])ression 


2 <1> = À 4- 





+ 


H- 


/ oin 
\ <)(/ 



] 


est une (|uantité essentiellement positive ou nulle. (À‘la revient à dire 
(|ue la forme quadraticjue à neuf variables 


/. (a- f /q- -f- Cj- + 2 />,Cj -f- 2 c. 2« -f- 2ab^) 2 a {a~ + c/) 

-f- {{bi 4" c^)^ -|- (c “h (ii)" 4- (<^^1 -l- by\ 

est définie positive. Or trois carrés sont déjà en évidence à la lin de 
celte expression ; un calcul élémentaire met les deux groupes de 
termes restants, sous la forme 


0 “h 2 a) 


'/ (/>[ -f Cj) Ÿ I 4 [J. (À -f- ;x) r \ Cq 

À + 2 a 7 À 4 - 2 [V. I 2 (X -f p.) 




g (8 X + 2 g) 
/ + a 


r- 


2 
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On voit (|ue l’on doit avoir 

K- d » ~f" 2 fJL ^ () , À -f- U, ^ 0 , 3 X 2 U ^ 0 

cela St* n'*duit aux deux conditions 

ur:2ï0 , 3X4-2 :jl^0 

qui entrainent toutes les autres. 

Pour les f'a/, on lait généralement l’hypothèse de Slokes : 

3 X 4- 2 }x 0 . 

Dans le cas des li(]uides incompressibles, il nous sutTira de retenir 
(pie le vovf'fu'ient de niscosité \x , le seul (pii figure dans(lG3), comme 
dans les formules (157) (puis(pie 0 - 0 ) , est jMsUif. Si [a = 0 on 

retombe sur les éipiatioiis du fluide parfait. 

'l'oujours dans le cas du liipiide, le rapport 


n ; 


U 


porte le nom de coefficient cinènuiliiftie (te niscosité. 

Équations du mouvement lent. — On désigne par « mouvements 
lents >» les mouvements pour les(piels on peut considérer comme 
négligeables par rapport aux expressions 


én {)(> ôin 

■ÔT ’ . ‘éF ’ ~W 


les combinaisons 


II 


éll 

().C 


~j— (> 






i)ii 

~ô7 


et analogues, celles-ci étant considérées comme de .second ordre, 
tandis que les premières seraient du premier ordre. Les é(]uations du 
mouvenienl lent d’un liipiide incompressible sont par suite 


(IG.)) 


lit 

(\c 


■f a A n 4- P Xr = 


àn 

"07 


é/( , è(> dm 
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elles ont le grand avantage d’être linéaires, mais il convient de ne pas 
perdre de vue les hypothèses qui y ont conduit. D’une part, rétablis- 
sement des formules (152) engage bien à donner une importance plus 
particulière au cas où les vitesses sont peu considérables, mais il 
conviendrait, une fois les calculs terminés dans un cas de ce genre, 
de vérifier à posteriori si les termes tel (pie 




àtl 

(Vr 


+ 


<ùi 


-f w 


àn \ 

"07/ 


sont efl'eclivement partout d’un ordre de grandeur moindre (pie les 
termes conservés. L’oubli de celle vérification risque d’apporter des 
complications dans les tbéories les plus diverses. 


Équations des mouvements à tourbillons négligeables. — Heprenons 
les formules générales (1()3). Il est clair (pi’on a idenli(piement 


(W/ 

+ n ■ 

()n 

()n 

()n 

()l) 

(ùa 


, -f- in 

i)ij ' 

T7 

" zr + " 


i)x 



/ <)n 

i)n \ 


tÙU \ 



\ ‘'f/ 


' + "• (-7^7 - 

...r ) 



c’est-à-dire, à cause des formules (117) (pii définissent le vecteur 
tourbillon, 


II 


i)n 


i).X 


7 -é n 


()ii 

Twÿ" 


“h ll^ 


{)U 

ôT 


= Il 


()// 

(Kr 




dn 

T.7 


+ lO 


ôw 


i)x 


-f 2 ( f, lo — î; a). 


Donc, pour un mouvement où tes lonrhillons sont jiarlout négli- 
(jeables, la formule précédente et les analogues permettront d’écrire 
les é(piations (1()3) sous la forme 


(105 ) < 


\ 


(U/ 

i)'t 


JJ- Au — P 


Ou 


ôll 

(Kr 



+ 


<)u> 

()z 


== 0 


avec 


q -= P ^ (u2 + a2 + w-j 


Ces équations sont identiques aux équations (Kiô), 


à cela prés (pic 


8 
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la pression moyenne p doit être remplacée par l’expression q 
dont on a donné la valeur. 

Les remarques ci-dessus, concernant les équa.tions (165), s’ap- 
pliquent immédiatement à (165'>. Il conviendrait, quand on en fait 
usage, de vérifier après coup que les tourbillons sont en effet 
négligeables. 

Quoi qu’il en soit, nous allons appliquer dans les deux Chapitres 
suivants, les équations générales (165) à deux problèmes particuliers. 
Dans le premier d’entre eux nous trouverons mises en évidence 
certaines circonstances importuntcs concernant le passage à la limite 
qtiaixi le coefficient de viscosité tend vers zéro. Le second problème; 
dont nous ne voulons pas exagérer l’intérêt physique immédiat, aura 
l’avantage de nous fournir naturellement et presque sans elîort les 
propriétés essentielles de ré(|uation de la chaleur. Nous aurons besoin 
ultérieurement de ces propriétés, ainsi que d’autres, qui pour le 
système (165) apparaîtront comme des généralisations naturelles de 
celles-ci <jue nous aurons ainsi démontrées. 



CHAI'ITRK X 


SUR UN PROBLÈME DE M. J. BOUSSINESQ 


Le problème dont nous allons nous occuper nous perrnellra de 
conslaler quelles sortes de singularités peuvent intervenir dans le 
passage à la limite, d’un liquide peu viscpieux à un fluide parlait, en 
ce (pii concerne le voisinage des (Vonticres dn liipiide. 

Nous supposons un lirpiide viscpieux, occupant tout l’espace au- 
dessus d’un [)lan a O;/ , et au repos à l’instant / — 0 . On 
appli((ue, à cet instant, une force constante k à runité de masse du 
(luide, dans le sens de l’axe O.r . Le li(piide prend un mouvement 
où la seule coiuposante // de la vitesse parallèlement à Oa* , 
est dilTèrente de 0 . Le liquide «(//ktc au plan fixe l’O ;/ : c’est- 

ce (pii résulte de l’expérience pour les fluides vis([ueux, ceux-ci 
adhérent aux parois solides qu’ils baignent. Knfin, le mouvement est 
le même évidemment dans tous les plans x — (2"^ ; cela résulte du 

reste aussi de l’équation de continuité, ici réduit à : 


du 

d.v 


0 . 


Par symétrie, nous admettrons que la pression moyenne p soit 
aussi indépendante de x . 

Les formules (lt)3) nous donnent donc, actuellement, pour déter- 
miner Il , l’équation unique : 


( 166 ) 


^ ^ K , ü àHi 

àt P ) .l'jo'f) 


qui, du reste, est aussi bien valable pour le mouvement non lent ou 
le mouvement lent. 

Les conditions aux limites à satisfaire sont : ,,,, ,,() 

1® L’adhérence à la paroi : 


(167) 


Il (z, /) = 0 pour r == 0 


/ ^0 ; 
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2“ Le repos initial : 

(HW) Il (Z, /) “ 0 pour / — 0 , Z 0. 

O problème a été étudié et résolu pour la première fois par 

M. Houssinesij {Comptes rendus, t. ÎK), 1880, p. 83()) et il a fait récem- 
ment l’objet d’un élégant article de M. ^Maurice Roy {Xonvelles Aniudes 
de Malhématitines, juin 1925, p. 821). L’équation (1(‘){}) se ramène 
immédiatement à !’« éipiation de la cbaleur »; en y posant : 


(109) 

elb* ilevient en elTet : 

(170) 


IJ — kt -- ii| 


(iJI, U. 0-JI, 


Nous allons ici facilement l’intégrer dans les conditions qui nous 
occupent, 
l’osons : 


(171) 





étant une fonction inconnue de ^ . Nous allons voir (pie la solu- 

tion cherchée tigure parmi les solutions de (170) ipii sont de cette 
forme. Tu calcul élémentaire montre ipie 9 (0 doit satisfaire à 
réipiation : 


(172) 




On reconnait sans peine, en cbercbanl à vérifier cette éipiation par 
un polyn('>me entier, (pie C- r 2 en est une solution particulière; 
ceci conduit à poser : 


d’où, en substituant : 


MO lii'il ir 


On en tire 


■r(o 


' 0 


-fl 


-f 2 


-f 


0. 


•f (0 - c 


(-4.2)2 • 
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C étant une constante, et enfin C, étant une nouvelle constante : 


( 173 ) 


(0 = c, (!? + 2) + C (;i + 2) 


S* 

T 


(.s2 -j- 2)^ 


ds. 


Essayons de satisfaire aux conditions (l(i7) et (J()8), en nous 
rappelant que ii = A / [1 ^ (C)] . La condition (H>7) implique que, 

pour !; = 0 , U soit nul, {|uel que soit / , donc : 

1 H- 2 C, = 0 


La condition (ir>8) exige que |K)ur 2; = oo , 
Or, on peut écrire : 


1 + ?(s) 


s’annule. 


(174) 


S 


1 -f- 9 (C) = C, + c + 2) 


s» 


L, (.s* + 2)2 


ds 


ce <|ui est permis, car l’intégrale dont il s’agit ici est manifestement 
convergente uniformément pour s inlini. I^n divisant par C- , le 
dernier terme de (174) tendra évidemment vers zéro, et il restera la 
condition : 




(si + 2)2 


ds = 0. 


Nous poserons pour abréger : 


(175) 

en sorte qu’on aura : 



(si + 2)2 


ds 




C( -j- C* ~ 0 , 

Par suite : 


C. 


1 


2 


C:= 


1 

2a 


et, d’après (173) et (175) : 
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, ^ ^ (î. + 2) 5; 


ds 


5 * 




(h. 


k (.s^ + 2)2 

Revenant à u par les relations (189) et (171) il vient enfin : 


(170) 



*» 


(.s* 4- 2)2 



r 

S 




Telle est la solution de notre problème. Voyons ce que devient 
cette solution lorsque le coefficient de viscosité a tend vers zéro. 

Supposons d’abord r :.?■ 0 , alors t; devient infini, et le calcul 
précédent montre (|ue it tend vers kl . Si nu contraire r = 0 , 

C est nul, et l’on a u — i) . Donc, à la limite on a : 


n (r , /) = /,•/ pour r >• 0 , / ^ 0 
u (r . t) ^:= 0 — r = 0 , / ^ 0. 

Celle solution limite est donc une fonction analytique de / , pour 

; mais, pour / >• 0 , ce n’est pas une fonction analytique 

de Z pour r = 0 : il y a discontinuité brusque. 

Si au lieu de chercher la limite de la solution 11 , après l’inté- 

gration, effectuée ci-dessus, de l’équation aux dérivées partielles (160), 
on avait procédé directement, en commençant par faire tendre jx 
vers zéro dans l’équation (UHi) elle-même, on aurait obtenu d’abord 
l’équation : 

(177) 4f = '■' 


dont la solution est évidemment : 


« = A- / -t- } (r). 

Comme ii doit être nul pour / = 0 r = 0 , il faut donc prendre 
i}i(r) = 0 , et la solution demandée est 11 = A*/ . Mais on voit 
aussitôt (jfu’elle ne satisfait plus à la seconde condition aux limites 
(condition 167); on n’a pas 11 = 0 pour z —0 / > 0 .La condition 
d’adhérence devient impossible à satisfaire. 
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Celte difficulté, au fond, est plus apparente que réelle. Elle tient 
précisément à ce que, pour un lluide visqueux, il y a adhérence à la 
paroi solide baignée par le fiuide, alors qu’au contraire un fluide 
parfait glisse simplement sur une telle paroi. Le calcul précédent 
montre bien comment on passe d’un cas à l’autre. Il montre, en même 
temps, l’origine de certaines difficullés dans la théorie qui va nous 
occuper : il ne revient pas tout à fait au même, si l’on cherche à 
savoir ce que devient le mouvement d’un fluide où la viscosité est 
faible, d’étudier le mouvement limite sur les équations aux dérivées 
partielles où l’on fait tendre u. vers zéro, ou bien d’étudier ce 
mouvement en commençant par intégrer (ou supposer intégrées) les 
équations du ttuide visqueux, et en faisant tendre [x vers zéro, 
seulement dans ces solutions une fois obtenues. 

C’est ce qui légitime certaines précautions qui seront prises dans 
le courant des calculs qui seront exposés ultérieurement. 

On voit aussi comment, à la limite, des conditions d’adhérence 
pourront se transformer en des conditions de simple glissement le 
long d’une paroi. 




CIIAFlTHli XI 


UN PROBLÈME PARTICULIER 
CONDUISANT AUX PROPRIÉTÉS UTILES 
DE L’ÉQUATION DE LA CHALEUR 


Dans le présent Chapitre, nous allons exposer, avec (piehpies 
détails, la solution d’un problème particulier, assez analogue au 
précédent, mais beaucoup plus général. Ce problème en soi n’est du 
reste pas sans intérêt, mais nous allons surtout le déveloiiper dans le 
but d’obtenir, chemin faisant, divers résultats concernant ré(|uation 
de la chaleur, ces résultats eux-mêmes, ou leur généralisation, nous 
devant être d’un grand secours par la suite. 



Knvisageons un fluide vi.squeux, formant une couche disposée 
entre les deux plans parallèles z 0 et z = h . On .suppose ces 
deux plans animés d’un mouvement connu, parallèle à l’axe Ox ; 
soient ç- (/) et 9, (/) les vitesses de ces deux mouvements à 
l’instant t . A rin.stant initial / = 0 la vitesse 11 dans le sens 
O.T , en chaque point du liquide, est connue en fonction de z , 
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elle est égale à } (r) . On ailmelira naturellement que ces données 
soient compatibles à rinstant / — 0 , c’est-à-dire qu’on a : 

(178) "rO>)- -KO) , "y, (0) ^ (/l). 

Il résulte, avec évidence, de ces données, que dans le li([uide, la 
seule composante ii de ta vitesse en chaque point sera différente 
de zéro; ré(|uation de continuité exige qu’alors n soit indépendant 
de .r ; u est simplement une fonction de z et t : u (z , t) ; 
et nous sommes encore conduits, par raison de symétrie, à admettre 
que P ne dépend pas non plus de .r . Dans ces conditions, en 
supposant enlln (|u’il n’y a pas de forces extérieures notables 
appli({uées au iluide, les équations générales (lü8) se réduiront à 
i’é({uation : 


(179) 




tV-n 

Or* 



= 0 


c’est-à-<lire à /cf/n%i//o/i de la chaleur. 

Il convient de remarquer <|ue nos raisonnements s’applicjuent 
aux formules (l(),‘l), c’est-à-dire qu’ici nous ne faisons pas plus qu’au 
('liapitre X, l’hypotliése (ju’il s’agisse de mouvements lents. 

Nous devons donc chercher une solution de réqualion (179), 
avec les conditions aux limites suivantes : 

^ u — 'Ÿ (/) pour r — 0 / ^ 0 

(180) « = (/) - r = /ï /^O 

{ Il = > (r) — 0 r /i / — 0. 

Pour y [)arvenir, nous allons déterminer d’abord quelques 
solutions particulières de (179). Il est évident que l’expression : 

II,, = A , 

où A , a , fi , sont «les constantes, est une solution de l’équa- 
tion (179), à condition que a et fi soient liées par la relation ; 

a a* — 5 fl == 0. 


On a <lonc : 


(181) iio= 

Rappelons-nous ici la formule élémentaire : 



( 182 ) 



d'A 


V TI 
2 


qu’on déduit au reste de la double inégalité évidente : 

C C e-j '-tf" dx dij < ( ( d.v dij <C ( î e- ‘*'î/* d.v dij, 

J JOAIX-.O * é éoAHCO J Joa'IK/O 


et en supposant que le rayon a de la circonférence ADC devient 
infini : les termes extrêmes deviennent (par un calcul élémentaire en 



7t • f 

coordonnées polaires) tous deux égaux à — , et le terme intermé- 

diaire est le carré de 

\ e-'* dt. 

> 

D’où le résultat rappelé. 

On conclut de là que, quel que soit la constante s , on a : 


f-^e-‘-</À = s/T= (+%<*+.)• . 

—oc J —00 


ou encore : 

(ia3) \ e-'‘-2*' dX = c** \/ TT . 

Nous pourrons donc écrire l’expression (181) de i/y sous la forme, 
valable pour / ^ 0 : 



Nous avons ainsi une solution particulière de l’équation de la 
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chaleur; celle-ci étanl linéaire, nous en aurons une autre plus 
générale, en donnant à A et « diverses valeurs, et faisant la 
somme des fonctions particulières ainsi obtenues; ceci donne la 
fonction : 

le H représentant une soiniue et au besoin une série (supposée 
converfîcnte). Four / = 0 , celle solulion se réduil à : 


j ' I 

U,) (z , 0) = — j=3=. { ’ (i: A ('"*) </X — i; A e"'. 

\ -K « 


Nous voyons donc (|ue si nous posons : 

F(r). 

nous pourrons écrire la solulion parliculière U,, sous la forme ; 


(184) 


V,(: . /) 


1 r +» 

^ <•-'* h 


V' 


2 À 


v/l" 


Ül 


On Irouvera dans les liailés il’Analyse des développemenls sur la 
[)ossibililé de représenler une fonclion arbilraire F (z) par une 
somme ou une série d’exponenlielles de la forme employée ci-dessus. 
Quoi (|u’il en soil, le raisonnemenl inluilif qui précède donne à 
prévoir <|ue la formule (184) fournil une solulion de letjuation de la 
chaleur, se réduisanl à F (r) j)our /~0 . C’est ce qu’il est 

exlrèmemenl facile de vérifier moyennant des hypolhèses très simples 
el très générales concernant la fonction F (cf. par ex. Gouusat, 
A/m/i/.sr. t. III, ch. XXIX). 

On en conclut enfin cpie l’expression : 


(18â) 


(- . 0 




2X 




valable pour / ^ t , donne une solulion de (179) se réduisant à 
F (r) pour / t . 

Fn etfecluant le changement de variable : 


r -- 2X 



(/ - X) = 


y 




nous mettrons celte fonction sous la forme : 
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(' > 0 


‘A 


TT 


/ 

V 


U. (/ T) 


l’+=« 

\ Im^) 






Celte dernière l’ornie met en évidence — en supposant 
constaininent nul, saut dans un petit intervalle avoisinant s “ 
que la ronction : 


va) 


(187) 


«I (■ . 0 


V / 


- T 


_ J 

i 


est encore une solution de Tècpiation de la chaleur. On désiffne hahi- 
luelleinent cette Idnclion sous le nom de soliilioii fonda mculalc. Bien 
entendu, elle était facile à obtenir directement sur l’équation même. 
On voit de suite <pie cpiand / tend v(‘rs t , //, tend vers zéro, 

sauf dans le cas où l’on aurait r == C , ainpiel cas //, devient 
infini. C’est celte [)ropriété simple <pii fait toute rim[)orlance de celle 
solution fondamentale. 


La symétrie évidente (ju’on a[)ercoit entre les deux groupes de 
lettres (r , /) et (!^ , t) dans la fonction //j (r , / , C . ") montre 
que cette solution satisfait d’une part à ré{pialion : 


-U, Of/| 

' ~îd 


et d’autre part à ré(piation : 


LHl a ' = 

ér- " 


(pli en est Vè(jii<iHon adjoinle. 

Ces préliminaires étant posés, revenons à notre jnobléme initial, 
et, pour abréger l’écriture, posons : 


(188) 



de sorte (pie nos éapiations précédentes s’écriront 


(189) 


Oc-’ ()t' 





0. 


Dans le plan (C , t') , envisageons le rectangle R indiqué sur la 

ligure ci-jointe : (() \ 0 ^ t' ^ /') . Dénommons n (r , /') 

la solution eberebée de l’équation (179) après le changement de 
variable (188); nous la considérerons provisoirement avec les 
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variables (Ç , r) , sous la forme u (C , t') , elle satisfera donc à : 

d* U du 

ÔC* (W' “ ' 

soit maintenunt (C , t ) une solution de l’équation adjointe : 


<)ü, _ 

__ -t- __ __ U. 


Tl 


5 



Une combinaison cvidenie de ces <hMix équations permet d’écrire 


(190) 



0i V,) 




n 


à Ih \ 
‘K / 


Supposons alors satisfaites les conditions de continuité voulues dans 
le domaine H , et appliipions à ce domaine la formule de Green : 



où le j)rcmier membre est évidemment nul à cause de (190). Cela 
donne, en explicitant : 



Soit alors A (^ = r , = t\ ; 0 «< r <C /i , /'| >» f) un point 

extérieur au rectangle. Nous allons former une solution Uj (Ç , t', z , f,) 
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qui soit régulière dans H , qui soit nulle pour 0 < C < /» lorsque 
t' tend vers , — sauf au point A (!I z) où elle devienne 
infinie; et enfin, qui soit nulle également pour C = 0 et ; = /i 
(0 < t' < /' ). 

Au moyen de la fonction fondamentale /j, (z , /) (f. 187) il est 
bien facile de construire la fonction demandée, sous la forme : 


(192) 


U, (j; , t' 


II=:-POO 

.X 1 

n 00 


- . /',) 



(;-ï- 2 ji;i)* C; 4 -:+ 2 /t/i)‘ I 

—e- 


La série écrite, où n reçoit toutes les valeurs entières, positives 
négatives ou niilles, est évidemment convergente, et (“ette ex|)iessi()n 
U» , somme de solutions élémentaires de l’équation adjointe, est 
aussi une solution. Les termes de la série ont été visiblement choisis 
de manière à annuler IL sur tes bords verticaux du rectangle R ; 
et la façon dont se comporte la foindion élémentaire ll^ nous assure 
de la condition concernant le cas où t' tend vers /', 


(I) La fonction Ui définie par (192) s’exprime très aisément an moy<‘n des fonctions 
ellipli(|nes. Introduisons les fonctions i\c Javohi ; vvUvs-vï s(‘ reli<‘nt aux fonctions a que nous 
connaissons déjà, par les équations, qui peuvent servir de définition : 


’« = 2.", 

avec 


n — 


0-/ + 1 (u) 

O.+ i (0) 


11—2 o>j n 


(^=1,2.3) 


comme d'hahilude. On démontre alors la formule (cL par ex. rANM.uY j:t Moi.k, Fonctions 
elliptiques, form. XLIV, 3) : 


O3 (/; I t) = 



S 


n=~oc 


Jl(if^n)* 
e ’ 


On en conclut : 



+0C 

2: 


e 


— X 





0;, 


(;+z+2/i/i)« 

Se" 




lu (!', - x') \ . 


/|2 


) 


(l\ - t') 

/i* 


) 


et par suite : 

Ui (C , x' 
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Kii introduisant cette fonction dans la formule (191), celle-ci 
devient, en supposant d’autre part que n soit la fonction cherchée, 
satisfaisant aux conditions aux limites (180) : 


(19:1) 


I <1 i <1 

,’o V, ‘K /:-h jo 


Ihcn entendu, dans cette formule, on a mis 



et 



«t* (t') et 


«l'j (t') pour 


Ola posé, taisons enfin, dans cette formule, tendre /', vers f' , 
c’est-à-dire le point A vers le point A' . Le premier nombre de 
(19;{) ne ditlèrera (jue d’une (juantité qui tend vers zéro, de 
rex|)ression : 



_ 



dC , 


et par eonséijuent, en vertu de la formule (180), dans laquelle nous 
supposerons la fonction !"(:) nulle en dehors de l’intervalle 
(0 , h) , il tendra vers : 


(«) 




Nous obtenons ainsi la formule fondamentale 




(191) 


r,^i' 


} \' 'l’i (-') ( ) >h' + \'' i (O (C) -'=n <1 


(,.ette lt>rmule résout le problème proposé. Il serait assez facile de 
vérifier a /tosltriori, en utilisant les propriétés de la solution fonda- 
mentale, (|u’elle remplit efleetivement les conditions aux limites (|ue 
nous nous nous étions imposées. (Cf. par ex. (îocks.vt, Aiutlyse, t. III, 
notamment aux pa^^es 29() et 80<>). 
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Examen d’un cas particulier. - Supposons h oa , c’esf-à-dirc 
imaginons le lliiide indélini au-dessus du plan c --- 0 . La ronclion 

IL se réduit alors à ; 


V 


(-+■_)* 


cpi’au surplus il était l'acile d’écrire directement, 
partant de (lt4), soit autrement, la solution j)our 


I^l l’on a, soit en 
n : 


(190) 


^ « 




Apj)li(pions cette formule, à cherclier vers (piel mouvement 
limite tend le fluide, lors([ue. parlant d’un état de vitesse arbitraire 
( ;/(0 <[uelcon(|ue), ou suppose <pie la vitesse ‘1» (t') du plan voij 
finisse par devenir uniforme : 'I» (t') tend vers V pour t' inliiii. 

Dans ces conditions, on aperçoit immédiatement <jue, dans l’écpialion 
(195), la première intégrale au second membre peut se mettre sous la 
forme : 


(19b) 


Cr 



Le changement de variable 




.v^ 


transforme le coefficient de V en 


Jt' 


2.s-'î 


f/.s , 


4^ c'** <ls , 

A ^ 

expression qui, lors(pie t' augmente indéfiniment, tend vers 2\/ -z . 
Quant à la première intégrale qui figure dans la somme (UKi), il est 
facile de voir qu’elle tend vers zéro pour l' — oo . (Lar, à partir de 
/' assez grand (/' 7> A) on aura, pour un £ donné: 


I '1* (t') - V I < £ 
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cl l’on aura pour /' > A , — sans récrire tout au long la quantité à 
intégrer, - d’une part une intégrale qui tendra vers zéro pour 

f ^ , el (l’autre part une intégrale V pour laquelle on pourra 

écrire : 






-r* 



r -I- ^ " 

\ ... </ t ' ~ 2l \ T. , 

.Mt 


L’expression (ItMV) a donc pour limite 
Il reste enlin l’intégrale relative à 
parties, et faisant respeetivement dans 


2V'’^ V. 

(s) ; en la séparant en deux 

eha(|ue partie le eliangement 


de variable 


2 \/T 


cette intégrale se met sous la forme : 


-•OC f oo 

2 \ H" + v~ ) 2 \ H— " + \ ” ) <’■*’ 

i J 

ov V ÿV r 

ce pour /' inlini, et pourvu que la vitesse initiale à rinfini ]'(^) 
soit finie, devient évidemment nul. 

Finalement, nous obtenons, en nous reportant à (105) : 

lim U (r , /') = V. 

3C 


A la limite, le mouvement devient uniforme, et le plan mobile .roi/ 
entraîne avec lui tout le liquide connu formant masse compacte avec 
lui. ('elle circonstance d’apparence paradoxale, s’exjilique en partie 
par le fait que le plan mobile est supposé indéfiniment étendu, et que 
le régime j)ernianent demande, d’autre part, un temps infini pour 
s’établir. 


Il y a 15 un phénomène que l’on retrouve en d’autres circons- 
tances pour les fluides visqueux, par exemple dans le problème du 
mouvement permanent produit par la translation d’un cylindre 
circulaire indéfini, dans une direction normale à son axe. On constate, 
15 aussi, que tout le liquide est entraîné en bloc avec le cylindre. Ce 
résultal, comme l’explique M. J. Boussinesq (^Annales de l’École 
Xonnale, 1912, p. 537), montre 5 quel point les frottements intérieurs 
accroissent la solidarité des diverses parties d’une masse fluide qui 
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se déforme. L’expérience ne conlredil juis ce point de vue, au moins 
l’expérience faite dans certaines conditions : pour le cas du cylindre 
précédent, MM. Favé et Charpentier ((Àmiplc iriidns, avril 1904, 
p. tM)7) ont vérifié (jiie, dans certains cas, l’entraînement elTeclif du 
li({nide par le cylindre était encore très sensible à des distances 
valant cent diamètres du cylindre. 

Il est très instructif, en j)artant de la solution générale (105), de 
vérifier ce qui se passe, à un instant (juelcon(|ue, lorsque le coelïicienl 
de viscosité jx tend vers zéro. On prévoit bien ce (jni se passera : 
le mouvement initial, étant parallèle à O.r , se continuera indéfi- 
niment, j)Our Z 0 , tel qu’il était au début : le mouvement de la 

paroi .vol/ , puisqu’il n’y a plus de viscosité, n’aura aucune 
inlluence sur le liquide superposé. Sur la frontière seulement, appa- 
raîtra une singularité à la limite. (>ela est très aisé à mettre en 
évidence. Ecrivons d’abord IVajuation (10,5) en revenant aux variables 
/ et T an lien de /' et z' . On a de suite : 


■ — et ! 0 e 

2 0 y/ - ? (^) -■ 

/ 0 r 'A'--)* 


tir 


Les cbangemenls de variables — déjà utilisés ci-dessus. 


s = 


V-f 


et 




s — 


il ~z) 


2 , 


lA 


effectués dans les deux intégrales, fournissent le résultat suivant 


> -j-oc 


2 y/ it » (-- . /) = / 4 9 (/ - -^) 

^ i\J-d 

“VT 


ds 


\ +00 


Îi/I 

2 V 


2 4 


Y 


-F 2 y/ s'^ e-s'* ds'. 


Soit alors z 7 :^ 0 , et faisons tendre ;x vers zéro, il est manifeste 
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que lu prcinière intégrale et la troisième donneront zéro à la limite; 
la seconde intégrale deviendra au contraire (éq. 182) : 

•2. i (z) ,/*' = 2 v'T ■!. (Z) 

J OC 

c’est-à-dire (jue, dans toute la niasse tluide, on aura : 

liin U (z , t) — (r) , 

comme dans l’état initial. 

Si, au contraire, r =: 0 , les deux dernières intégrales ci-dessus 

se délniisenl, et il reste simplement au second membre : 


4 9 (/)c-(/.v, 


c’est-à-dire : 


2 V TC 9 (/). 

Donc, sur la jiaroi, on retrouve ii ~ v (/) , ce (jui est la condition à 

la IVonlière. 

On voit (|u’en général, tout comme dans le problème de 
M. ltoussines(] et pour la même raison, la solution limite obtenue à 
partir <le la solution générale ne sera pas analytique, par rapport à 
r pour r -- 0 (du moins, sauf exception). 



CHAPITRE XII 


SUR QUELQUES PROPRIÉTÉS 
DES POTENTIELS 


Dans ce Chapitre, nous allons d’aboid rapjieler (juehpies pro- 
priétés des potentiels, en passant très rapidement sur celles ipii sont 
classiques; nous insisterons davantaî'e ensuite sur les j)roj)riélés des 
dérivées premières des potentiels de simple couche (piand on traverse 
la surface sur hupielle est étendue la couche en (|uestion ; les condi- 
tions d’existence et de continuité des dérivées tangentielles du dit 
potentiel sont moins connues, et nous en aurons besoin par la suite. 

Etant donnée une surface i: , l’intégrale : 


( 197 ) 



où 0 représente la densilv (fonction continue sur la surface), (/ <t 
rélément de surface, et r la distance d’un point P (.vyr) au point 
Q($ YiC) sur l’élément d n de la surface, est un poteulitd de simjde 
couche. Ce potentiel est continu dans tout l’espace. L’intégrale ; 


( 198 ) 


W 


W. 


0 CO s O 


d '7 


est un ])otentiel de double couche, représentant l’angle PQN 
du vecteur QP avec la normale QN à la surface X . 

Le cas particulier o — 1 donne l’intégrale de Gauss, 


W 


i 



cos ^ 


d <7 — 




r 

du 


dr7 


dont la signilication est immédiate : elle est égale à la somme des 
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angles'solides élérnenüûres, affectés du signe convenable, sous lesquels 
on voit du point P les divers éléments de la surface I . 

Par exemple, si i: est fermée et si n est la normale intérieure, 
on aura — 4r, 2-!:, ouü , selon que le point P est dans la 
surface, en un point simple de celle-ci, ou à son extérieur. 

De ce fait élémentaire résulte, comme on sait, que le potentiel de 
double couche W , est discontinu quand on traverse ^ .Supposons 
encore X fermée, et admettons toujours que la densité S soit une 
fonction continue sur la surface. Soit sa valeur en un point 
P„ de ï , on montre immédiatement (pie la fonction 

,, (r ~ h») — f.r~ " 

reste continue ipiand on traverse la surface. Il en résulte aussitéit que, 
en désignant par W„ la valeur de W au point P,, , Wo/ et 

VVor les valeurs limites de W quand le point P tend vers P„ , 
soit [lar rintérieur, soit par rextérieur, on a les relations : 


W 


(191)) 




(»i — 


t; 


-- W *> - 

— V> „ w .. 


w 


(><• 


Il est évident (pi’en dehors de il 
harmoniques ; A V =— A W 0 . 

L’intégrale : 


V et W sont des fonctions 


(•2(K)) 



({ (’> 


étendue à un volume ii , est un potentiel de volume. Ce potentiel 
garde un sens, même si le point P appartient à ce volume. 
L’ex|>ression : 


( 201 ) 




qui représente visiblement lors(pie le point P n’est pas dans 

U , garde également un sens <piand P rentre dans le volume il . 
On voit aisément, 3 étant supposé continu, (pie ü et H sont 
fonctions continues dans tout l’espace, 12 compris, et (pie l’on a 
partout : 


H 


().i’ 


( 202 ) 
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(Voir un Cours d’analyse quelconque pour ces démonstrations entiè- 
rement élémentaires). 

U et ses dérivées premières existent donc et sont continues. Il 
n’en est pas de même des dérivées secondes de U . Si l’on lente 
de dériver directement l’expression (201) par rapport à .r , on tombe 
sur une expression dépourvue de sens lorsque P est dans ü . En 
nous plaçant dans ce dernier cas, séparons ü en deux portions 12, 
et üj , dont la première enrerme le point P et soit i;, la surface 
limite de ü, . L’identité 




() 0 


é $ 


donne de suite, pour la portion 



U, de IJ (jui correspond à 

(/ (.) — y cos ne X (1 r, 


12 


I 


la dernière intégrale étant étendue au côté extérieur de ï, . Or, ici 
l’intégrale triple est un potentiel de volume qui, en admettant l’exis- 


tence et la continuité de 


ô 5 

"éT 


, est continu ainsi que ses dérivées 


premières dans tout l’espace. Il en est de même de l’intégrale de 
surface tant que P n’est pas sur il, . Comme aucune dilïlculté 
n’intervient quant à la portion IL de U qui est relative à 12^ , 
et comme U = U, -f- P j , on en conclut que U admet certainement 
des dérivées secondes, en dehors de 12 et dans 12 , les frontières 

étant exclues du raisonnement. 

Si l’on calcule A 12 , on voit itnmédialement (|u’il est nul en un 

j)olnt extérieur à 12 . Par un point inlérienr, A IJ se réduit par 

suite à A U, , et l’on trouve : 


ALI = 




<) O 

;k 



<i (» 



cos Ile X -f 


^ — U 
r* 


cos ne if 4 - 



cos n 



La valeur de A U au point P étant indépendante de la forme 
du petit volume 12, , prenons pour ce volume une petite sphère de 

centre P , et dont nous ferons tendre le raj'on vers zéro. 

Un calcul immédiat conduit à ce résultat (théorème de Poisson). 


(203) 


A U = — 4 TT O , 


dans 12 



~ 1 -iô — 


alors (|u'on a : 

A U —0 , hors de 12 

()-U 

Les dérivées secondes, telles que - p^ - - , sont donc discontinues 

(juand on travers la surl’ace i: de 12 . 

'Fout cela est bien connu. Les résultats (jui vont suivre sont 
moins classiques. 


Les dérivées premières du potentiel de simple couche. — Nous allons 
d'abord démontrer le tbéoréine suivant : 

l.tt dérivée nornmle du potenliel de siivffle couche est discoviinne 
({luind on Iniven.e l(f surface. 


Soit : V — ““ d <7 notre potentiel. Su[)j)osons, par exemple, 

^ l’erméi*, et soit l’un de ces points, supposé ordinaire, avec un 

plan tancent uniciue, (|ue nous prenons pour plan des .v ij , l’axe des 
r étant dirijîé vers l’intérieur de la sui l'ace. 

Si nous envisageons la valeur de V en un point P de l’axe 
Or , et non situé sur la surface, nous obtenons une fonction de r 
dont la dérivée est déterminée tant (jue r est diHérent de zéro. Nous 
appellerons dérivée normale en P„ vers l’intérieur, la limite de 



cette dérivée lors(|ue r , positif, tend vers zéro, nous la noterons 

\~<riT ) ’ uncux pour bien mar(|uer (|u il s agit du 

potentiel V pris à l’intérieur de ü et de la dérivée dans le sens 
des r positifs. 

En pla^'ant le point P à l’extérieur de - , nous délinirons de 

même la dérivée ) également dans le sens 

des r croissants. 



la? 


Au point P (le Taxe Or , côté positif, par extonple, on a 
évidemment : 


( 204 ) 



0 


cos X 
/•- 


({ fj 


X étant l’angle Q Pr , et Q étant un point (|ni décrit ï . Si P 
est remplacé par P„ , on aura l’intégrale ; 


(20Ô) 


R 


. cos X„ 

O — (I r. 


En général, celte dernière expression R sera finie ; en elTel, 
siij)i)osons (jne, an voisinage de P^, , on poisse niellie l’écpiation de 

la surface sous la forme : 


C .vl 4 . f{s, 0) 

en coordonnées semi-polaires (.s-, 0, O ; (avec y >0 , / et ses 

dérivées premières étant continues); c’est certaiiu'ment le cas lors(puï 
X, admet des dérivées secondes continues au voisinage de P„ . Dans 
ces conditions, les formules : 


r 

'J 



/• - 
' (I 


.S-- + 


'/'•l 


■V (la (I 0 
cos n r 


montrent aiséinent que l’élément de R (jui avoisine P„ donne 
une contribution de l’ordre de .v ; l’intégrale reste par conséepumt 
linie. 


(À’pendant 


(IV 

(Iz 


ne tend j)(ts uera R 


Nous allons, en elTct, 


prouver (pie l’expression : 


r CC / ' . - cos 9 \ 

I = W, (" -7r- + '>o-7r^)'''= 


où 0 ,, est la densité en P^ et o l’angle indiqué sur la figure, de 
la normale QN cà la surface, avec QP , reste continue quand on 
traverse Pf, . 

Pour le démontrer évaluons cos X dans le trièdre Q(Pr'N) 
dans lequel Qr' est parallèle à Pqi: , et où l’angle PQ~' vaut 
évidemment (z — X) . En appelant A l’angle dièdre suivant 
l’arête QN , il vient : 


— cos X — cos X cos 9 -f- sin x sin cos A 
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Donc 




cos a — 0 ,,) — a c 


sin © 

0 sin X cos A — d a 


En posant Ô cos x = • , la première intégrale du second membre 

s’écrit : \\ ^* — O ' ij" ' "" du , et c’est une expression dont on a 

rappelé plus haut la continuité. Quant à la seconde intégrale, elle est 
également continue, parce que uniformément convergente: l’intégrale 

^ ^ dont le module est plus grand sur une portion de , 

au voisinage de P„ , est en effet inliniment petite; l’élément voisin 
de P„ est de l’ordre de et donne un résultat infiniment petit 

dans l’intégration. Comme la portion de H qui n’avoisine pas immé- 
diatement 1*„ ne fournit aucune difiîculté, on en conclut l)ien la 
continuité annoncée. 

De la continuité de T il résulte immédiatement les formules ; 


CJ(H)) 


-f- 4 Tî Oq = Il -|“ M 


l..a dérivée normale est donc bien discontinue, elle fait un saut 
brus<pie, de 4 :: ipiand on traverse la surface X au point P^ . 


Étude des dérivées langentielles. — Il en va autrement des dérivées 
tangentielles. C/est ce que nous allons constater par le raisonnement 
((ui va suivre, et <|ui nous fera retrouver en passant ce qui concerne 
la <lérivée normale en nous e\pii<[uant le caractère exceptionnel de la 
propriété relative à cette direction. 

Un exemple simple va immédiatement nous faire comprendre 
coinnuMil les choses se passent, et pourquoi se présente une difficulté. 

Prenons le cas élémentaire où il est une sphère de rayon , 
et où la couche étendue a une densité constante o„ . Un calcul direct 
elTectué sur l’intégrale (197) : 



(ou bien les propriétés bien connues du potentiel) montrent qu’en 
appelant R la distance du point P au centre de la sphère, on a 

Y „ -- -■ pour R > Rfl , et V = 4 - o„ R,^ pour R <; R© 
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les deux expressions se rejoignant pour R =Tto • En plaçant le point 
P sur ox , et adoptant les axes qu’indique la figure, il vient : 


4 0() Rq* 

\/ + K,,* 


4 71 R, * X 

à x (.r* -f- Ro'^)*'* 



La dérivée -r — tend donc vers une valeur déterminée, d’ailleurs 

() X 

nulle, si x tend vers zéro (aussi bien par valeurs positives (pie 
négatives). Cette dérivée tangentielle reste donc continue. Si, par 
ailleurs, on cherchait à la calculer en coininençant par dériver diiec- 


teinent la formule (197) par rap[)orl à x 


/() V 
a X I -7 — 

\ () X 


:r 


on tomberait sur une expression (fui, naturellement, dans le cas de la 
sphère et pour P placé sur ox et non en Pf, , redonnerait le 
le même résultat (fiie ci-dessus ; mais si l’on plaçait P en P^ , ce 
calcul fournirait la (fuantité suivante : 




cos (» sin2 2 
sin' 



«.) et désignant la longitude cl la latitude du point Q sur la 
sphère. Cette (fuanlité n’a aucun sens a priori. Il est donc indispen- 
sable de ne pas faire usage sans précaution de la dérivée 

calculée sur l’intégrale (197). 

(I V 

Si un calcul de ce genre a réussi précédemment au su jet de 

Cl ^ 
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cela tient à la jnésence dans cette dernière expression (f. 204) du 
lacteiir cos À sous le signe somme, — ce qui pour donne le 
facteur cos (|ui s’annule en P„ . 


Cas d’une couche plane. — Pour éviter aisément la ditliculté dans 
le cas général, nous allons d’abord examiner le cas où la surface S 
est le [>lan .roi/ (ou uncpoiiion de ce plan). Nous nous préoccupons 
d’étudier ce qui se passe au voisinage d’un point P„ de ce plan. 
Toute la dilTicullé provenant des points immédiatement voisins, nous 
pouvons nous contenter d’envisager la seule portion du potentiel 


(i (S 

\ -7 ^ (jiii correspond à la couche de densité o , étendue 

sur un cercle de cenire P„ et de rayon a . 

Nous allons foiiner, P étant un point de ce cercle, le rapport 

Y Y 

■ — '“fTil — ~~ ’ liniile doit nous donner, si elle existe, la dérivée 

* * (I 



(le \' dans la direction 1\) P . Nous supposerons toujours, dans 
la suite, (jue P tende vers P„ , en suivant le rayon vecteur initial. 
Passant en coordonnées polaires (.s, 0), on trouve de suite : 


(•207) V. V..., = 

Posons : 

(21KS) 
il vient : 



0 . .s iis 

\ s^- — 2 /-O .s cos (0 — 0,^) + 
s = /•„ / , 



(2(n)) 


(Vi« — V,v) ( </0 l O (r„ /, 0) 

» » 0 


- V /- 


/ 


2 1 cos (0 0„) -f- 


1 


(il 
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Il nous faut donc étudier la liiuile du second membre de (209). 
Comme dans tout ce qui précède, nous admetlons la conlinuilé de la 
densité o . Voici la méthode, due à M. II. Petrini('), (jue nous allons 
employer, et (pie nous retrouverons encore ultérieurement. Il s’aj'it 
d’abord d’une expresion de la l'orme : 


( 210 ) 


!,,,= V\i(} \''-oo(r„/, 0)F(/, 0)(// 
éo ' 


Pour / >* 1 , il va être ainsi très facile de dévelojiper F (/, 0) sous 

la forme : 


( 211 ) 


K (/, 0) -= I ]•’ , + 


F| et Fd restant toujours tinis pour / >■ 1 

Supposons (ju’on ait vérifié <pie les intégrales : 


( 212 ) 




['2r: (' 

1 \ (/ 0 \ 0 . F (/ / 

el 

\ dO \ 

\ Jo ,'() 


M» ' 

i f 0 <1^ y- < 

\ 

1 < 

fi \ 

:: fi <: — ) 

i 1» / 

\ V 


^1 / 


O 


(I l 
l 


restent finies pour toutes les valeurs de r^) , jiositives ou milles, les 

constantes a et [i étant indéqiendantes de . Alors nous écrirons : 


(210) 


C-~ / 


F, V 

. ( 


_LJ_ 1 

1 

/ ) 


f ? / 

F, 

\ 

\ O . ( F — 

I 

/ 

) d/ 

Ji V 

/ 

c 2-. C a 

\ V ' ■ 

C K 'O 

l'i 

(/.s 

.S* 


Pour r,, assez petit, on |)ourra d’après (211) jirendre Inconstante 
P assez grande pour (pie la troisième intégrale du second membre 
soit aussi petite que l’on voudra. Les deux premières intégrales, dans 
lescpielles 5 (r„ /, 0) deviendra o„ (densité en P„ ) et où les 
fonctions F et F, seront remplacées par leurs limites F^'** et F/**) 
pour = 0 , donnent, par un raisonnement élémentaire, la contri- 

bution limite suivante : 


(214) I, 


é 0 JO 


P* (/ / 



(I) C.f. Le Mémoire de M. H. I’e'jhim : Les dérivées })rei)tiéres el secoiiiles du putentiel. Acta 
Mathemalica, 31, ItKW, j). 127-332. 
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Si donc il existe une limite pour la quatrième intégrale, c’est-à- 
dire si l'expression 


(215) 



s 


a line limile pour tendant vers zéro , (condition nécessaire 
et sullisante), rexjnession Ir„ aura elle-mêine une limite : 


(210) lim 1,,. = I, t- L . 

Appliquons cette inétliode à l’expression (200). Pt)ur / 1 , il 

vient de suite ; 

I , cos (0 — Oq) ^ 

V./"/ï 2 / cüs (0 - 0„)4- 1 f 


L restant fini pour / > 1. 

Nous aurons <lonc ici 1', = cos (0 — 0„) , et Fo = L . Les 

conditions (212) sont évidemment vérifiées. 

L’expression de 1( nécessite d’abord le calcul de : 


I C‘ ^ ■ / 

* L V ^ 


(0 - 0 ,) + 1 


dt 


' OC 


“F \ 

% ‘ 


t 


\ t- — 21 cos (0 — 0„) -I- 1 


cos (0 — O,,) 

7 


] 


dt 


Cela est entièrement élémentaire, et l’on trouve de suite : 


,I =.-. — 1 — cos (0 — 0„) - cos (0 — 0^,) log 
[-si 

On en conclut : 


1 — cos (0 — 0(,) 


2 


] 


— - - su. (0 - (.„) lo)î — 2 — 


l| = — *0 [sin (0 — 0„) log J «/O = 0 


Par conséquent, sous la condition, nécessaire et suflisante, que 
la quantité ; 


lim 

Cr„ = 0) 



( 217 ) 


S 
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existe, la dérivée 


(/ V 

(/r„ 


existera au point P,) , pour la direction 


d’argument 0,, . 

Par exemple, on voit (pie, si est constant, l’expression (217) 
est nulle, et a pour limite zéro; les dérivées tangentielles sont donc 
milles, ce cpii n’était pas dilFicile à prévoir. 

En général, si la limite (217) existe, pour une valeur de 0„ , elle 

existe aussi, et change simplement de signe, jiour la direction opposée, 
corres[)ondant à 0^ -j- t: . On en conclut, par suite, (pie les dérivées 


telles que 




ô V 


reslent continues, (car le cliangeinent de 


().r ’ dy 

signe indi(p.ié correspond au fait qu’on a changé justement le sens 
positif sur les axes envisagés). 

Si la limite existe pour deux valeurs de 0„ , elle existera alors 

pour toute valeur de 0^ c’est-à-dire pour toutes les directions. 

Restons toujours dans le cas d’une couche plane, et cherchons à 
définir la dérivée de V dans une direction arbitraire, •non située 



dans le plan. Nous aurons des raisonnements entièrement semblables 
à ceux (pii précédent. On aura ici (voir la fiijnre) : 


V.. 


e2r fa r 


O . s (Is 


\/ si — 2 r„ .9 cos (P Pû Q) -f r,/ 


ô . ds 




C’est-à-dire la même expression (jue (207), en remplaçant simplement 
cos (0 — 0,,) par : 


(218) cos (P Po Q) — cos j-o cos (0 — 0^) 


où 'lo est la latitude du point P . Avec ce simple changement, 
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tout c(‘ qui préci‘<l(; s’appliquera immédialcmenl. La condition 
dVxistcnce de la dérivée de V' dans la direction P^P , sera (jue 
l’expression (217), nio<liliée comme ou vient de dire, ou précisément : 

1”-^^ d.s- 

cos •>„ cos (0 -- - 0„) do O (s, 0) -y- , 

ait une limile pour r„ tendant vers zéro. Cette condition ne dilTère 
pas de ta condition (217) pour la même valeur de 0„ . Si cette limite 

l'i existe, elle remplacera la quantité L du cas précédent. Quanta 
la (fiianlité 1, , elle sera remi>lacée, toujours en vertu de la même 

substitution, par : 


(21<S) 


r, ---- I 1 -t- cos j/,, cos (0 - 0„) 

. // r , I 1 — eos cos (0 — 0„) T , 

cos v„ cos (0 - 0„) log ni- i ün do. 


Il est tout naturel, d’après les calculs antérieurs, de cherchera 
mettre en évidence dans la (|uantité à intégrer, la dérivée de 
l’expression : 


(1 (0) cos 1 sin (0 — 0„) log 


1 — cos •},! cos (0 — 0„) 


on trouve de suite 


1 4 - cos cos (0 -■ 0„) f cos cos (0 — 0„) log 


1 — cos cos (0 


siid % 


(/O '1 — cos cos (0 — 0,,) ’ 


et, par consécpient, on a ici : 


( 210 ) 


1 — — «-0 




.’o 1 cos cos (0 — 0,,) 


Ln prenant par exemple = y , il reste à calculer l’inté- 

grale : 


T 


cos i,, cos (0 — 0„) 


cos 





11.") 


Supposons, par exemple 0 < v„ • — ; le seul pôle situé dans la 

eiiroulérenee | 7 | ^ 1 est 7 Ifj; ^ -j avee un résidu éj^al à 

— " t'olt; . Le lliéoréme di* (aiueliy nous fournil donc : 

l'i ■ ^'0 Nil» • 

D’où, pour la dérivée dans la direelion /„ : 

2 - 0|, sin i/,, 7 lim V (‘os eos (0 — 0„) </ 0 ( 0 (.s, 0) . 

(i l\, ,’(» ér„ *■ 


On voit iminédialomenl (pie, si celle dérivée exisli* jiour une 
direelion issue de , elle existera aussi poui- toute direelion silué(‘ 

dans le plan passant par i*„ r el par la |)rtMniér(‘ dirca lion eonsidéréi*. 

l^our une diiaadion lanj^imlielle < !>,, 0) on ladrouvc' les 

résultats anléi ieurs. 

Loui' la direelion noniuilc ( y,, - j . l:i condition d’existence 

se trouve l éalisée d’elle-niéme à cause dt* la présence du facteur cos I . 

V 

Il y a donc toujours une derixee normale <P" correspond 

l)i(‘n au tliéoième obtemu diri'clcMiienl plus haut. ICI la discontinuité 
de celle dérivée apparait immédiatement : j)our évilt'r la jietile compli- 
cation (pii pourrait résull(*r de l'Iiypolliése fail(“ sur dans la lin 

du calcul, revenons à L, tel (pi’il est donnée par (21Ù). 


Pour Vi, = c ^ , on aura — - 2 - o,, , et c’est cellt* \aleur 

(pii se réduira ( — ^ — j pour l<‘s deux dir(‘clions de i\^ portées |)ar 

or (*l par la dtMni-dr(jile opposée. ICn les rapi)()iianl loul(‘s deux à la 

... V 

mimie direelion or , on voit liien (pie la derivee -j-y- sulnia une 
discontinuité é^ale à 4 - . 


Cas de la surface courbe. — la^s considérations (jui inc'cédeni faci- 
litent beaucoup l’élude du cas f.'énéral. Nous suj)poserons toutefois 
(jue, au point P,, de la surface (pie nous considérerons, la 
surface soit régulière, el munie d’un |)lan langent uniipie, (pie nous 
jnendrous pour plan des xij 

Dans ce plan langent, nous tracerons une circoidérxMUH* de 
centre P,, el de rayon <i , el nous ferons passer un cylindre* 
parallèle à or , par cette circonférence. Nous délimiteKuis ainsi 


Kl 
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une portion de la siirfaoe ï , comprise au voisinage de P(, dans 
rinlérieur de ce cylindre. (k}mnie antérieurement, toutes les diflicultés 
se produisant au voisinage de P„ proviennent exclusivement de la 
portion de la surlace ainsi détinie. Nous examinerons donc seulement 



celle poiiioii, et scMilemenl la |)orlion (jui lui conesjx)!!!! dans 

0 (/ -7 


La densilé 


es! (“iicore supposée 


le potenliel V - ^ ^ 

» * 

eonlinue, et, pour siiupliliei' rt'\|)osé, nous admetlrous (ju'une 
parallèle à or reucoulraut le cercle, ne reucoutu* la j)oiiiou de ü 
considérée ({u’eu un point, ladin, nous poserons dans celle région : 




'j 

cos /J r 


/f élani la noi inale à 1 (celle (jui coïncide avec P„ r en P,, , 
suivie j)ar conlinnilé). Nous admellrons encore ([ue i reste, dans 
tonie la région en <piestion. Unie el bien déterminée; (il ny a donc 
pas. an voisinage, de plan langent à ï (ini soit paiallèle à or ). 
(a'ia étant, la dilTérence des potentiels en P et en P„ sera ici ; 


'■ -t-Iq • 


Q étant le point (jui décrit la région de II envisagée; .v, 0 étant 
les coordonnées polaires de sa projection, et y sa latitude (voir la 
fhjurc). On a ; 
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^ == v'l\. Q- + 2 r„ . P, Q . cos P P„ Q 

Comme les cosinus (lireclcurs de P„P et de P„Q sont 
respectivement : 

cos I-,, cos 0„ , cos -^,1 sin 0„ , sin ; ( os cos 0 , cos l sin 0 , sin •}' 
on a ; 

(221 ) cos (P P„ Q) =- sin y sin 1^,, | cos -l cos ÿ„ cos (0 — 0 ,,) . 

Posons maintenant, comme plus haut (é(|. 20S) : 

.s- = /•„ / , 

il \ iendra : 


- (V,. V ,,,) - \''(/0 0 ) - 

- . ‘ r - 1 ] COS >d / . 

\ /- - 2 / cos ÿ cos (P 1*0 Q) -} cos- !> 

(>ctte (‘xprcssion est (ont à lait analoj^ue à (“(‘Ile <pii tij;ui'e dans le 
second memhia' de (209), et nous la traiterons exactement de même, 
en ohservaiil (|iu“ pour l > 1 , on a : 


\ 

I 


2 / cos y cos (I^ P,| Q) cos- y 

cos ÿ cos ( P P|, Q ) 1/ 

' -f -JT ' 


L' étant lini pour / ■ 1 

Nous aurons allaire à une e\[)ression du ly|)e (210), avec 
l'i = cos- ÿ cos (PP,|(J|) et I\, “ L' cos ÿ . Les condilions (raj)pli- 
calion de la méthode de P{“lrini sont, évidemment, (“iicore réalisées, 
et nous en déduirons immédiatement le résultat sui\anl : 

La limite de la quantité (222) existeia sous la condition, néces- 
saire et sullis.ante, (pie la (piantité : 


(22:5) 



(.V, 0) cos- ÿ cos ( P P|| Q) 



existe; et elle sera alors éf^ale à la somme A -|- H , P désif^inant la 
limite, certainement existante, de la (juantité ; 



1 1<S 


C \‘ il<> \'â(r„/. 0) 


/ 


cos l <i I i \ (I 0 \ £ ( /•„ /, 

.1 


\ r- 2 l cos ÿ cos PI\, Q i fos^ 

/ 


0 ) 


cos J cos 1‘ P„ Q 


\ 2 t cos cos P \\ Q t cos^ > 

cos l (I I . 


I 


I):ms CCS dcrnicrcs inlcf'ralioiis, !/ est la Ibiiclion y {s, 0) (|iii 
est (Iclinic |)ar la donnée de la surface 1 . Si nous faisons le chan- 
gement de variahie s — / , et (|ne nous j)assions à la limite, 

; (r„ /. ')) deviendra , densité à l’origine ((raj)rès la relation (220)), 
et !/ devi(‘ndra nnl dans tons les aziinnts, |)nis(|ne nous avons 
admis l’exislema' d'nn plan tangeid nni<|ne; la fornude (221) nous 
donnera alors j)()nr cos 1* P,, Q r<*\pression cos ÿn cos (0 0,,) . On 

aura donc ; 


Il é ,/o ( 

/ 

1 

» B 

! • " 1 

1 \ /- 2 / cos cos (1) - 0„) -f 1 1 

* ✓: 
r \ 

/ 

cos y„ COS (h 0„) 

(/ / j . 

1 

\ 

/ 

i 


(// 


Le caicnl des intégrah's j)ar rappoit à / a déjà été fait pins 
liant, à pro|)os de la fornude (210). On a doiu' : 


1 cos cos (I) f)j 


loi 


(// . 


I> ne dillere pas de l’expression (2hS), et sa valeur t‘st : 

(221) H 2 - sin 

en supposant, par exemple, 0 y,, ^ On changera le signe si 

y 

devenons maintenant à l'expression de . On pourra l’écrire, 

d’après (221 ) : 

A A| cos y,, -j“ A.) sin y,, , 


(’ 22 :>) 



MU 


avec : 


1 A, =- liin \ (I f) \ i (s, 0) cos" V cos (0 0,,) . 

\ r..:: t> <1 .'r„ .V 

^ A., =- liin \ il 0 \ Z {s, 0) sin v cos- p ~~ . 

I- - n 'n ' ‘ ‘ 


(22n) 


/■„- 0 ,'<) 


En ce (jui concci iu* les drritwrs loiujeiilicllcs, (jui seioni Ibiirnies 
j)ar la limite du raj)j)oi'( (222) lorscjiie J/,, —O , on Noil (|iie la s(‘ule 
(jiianlilc (jiii inteiviendra dans A 4- H sera A, , B sera nul 
ainsi (jue le coellicienl de A., .Si A, existe poui’ une direction 
0,1 , il exisltua pour la direction opj)osée (0„ i r) , et on voit coinnn* 
j)lus haut, (pie la dérivée IviK/evlielle, estiim'-e toujours avec le nuMue 
sens positif, reste cvnliniie. Si A, existe jiour deux valeurs de 0" 
(dont la dill’éience lU' soit pas un multiple d(“ r ), il existe pour 
toutes les directions. 

(^)uant à la d('‘ri\('“e normah*, ('Ile \au(lra, dans le sens des r 
positifs, B -f A.) , et dans le s(‘ns (l(‘s r lU'gatils, B A., ; 
s(‘ulement dans l(' pri'inier cas B est (‘{^al à - 2 x 0 ,, car vaut 

-J , et dans h' second cas, B (*st ('gai à 2 r ('gaiement, car 

dans (221) il faul alors changer h' signe du second nu'mlue 


2 


J . lAaluant les df'iivf'es normales ])ositi\ ement dans la 


direction P,, r , on \oit (pi’on retrouve la disconlinuiti' - I x o,, 
(piand on passe de l’exlf'iieur v('is l’intf'rieur (h' la surface . 

Il semhle, à premieic vue, (pi’il y ail contradiction entre le 
tln'ième démontrf' directement jadis à propos de la (h'rivf'e normale, 
et le n'sultat (pie nous venons (r('noncer, le(piel n(''C('ssite l’existence 
(le la limite A., . Mais, en lait, cette dernii're limite existi' toujours 

pour les surfaces envisagées dans notre premier théorènu', puis(pie 
sin V s’annule comme s en , en même temps (pie s , ('e 

(pii assure à rinlégrale A., une valeur déterminée et finie, même 
l()rs(pie /■„ devient nul. 


ExK.Miu.i:. — En aj)})li(piant les formules générales au cas d’une 
couche de densité constante étalée sur une sphère de rayon » , 
on voit de suite (pi’on a : 


^tl 


eus 


.V == 7 . sin 2 V 


de s(3rte (pie l’existence des dérivées tangentielles dépend de l’existence 
d’une limite A, , c’est-à-dire pour l’expression : 



I.VI — 





C()S-< ■]> 

SUÎTT 


•If et l,, t'ijuit les ares qui eorrespondenl à s - r„ et à s ~ a . 
Or il est clair (|ue celle expression est nulle et, par suite aussi sa 
limite (juaiul ÿ, tend vers zéro (et r^, vers zéro). 


Discontinuité d’une dérivée oblique. — Hevenons aux formules 
(224)-(22()). (lomme on passe (rune direction I*,, P à la direction 
opposée, eu cliaiif'eant et 0„ en — î/,, et 0„ t: , on voit 
(pu* les limites cherchées existent en même temps pour c(*s deux 
directions; l’éipiation (22â) prouve (pu* les valeurs de A corres- 
pondantes seront o|)posées, ce (pii montre, d’après une remaripie 
ci-dessus, (pu* la portion de la dérivét* (pii correspond à A m* 
subira pas de dis(*onlinuité (*n traversant la surface. Au contraire, 
le raisonnement, «h'jà connu, elVeclué sur H , prouvi* (pu* celte 
exjncssion, et, par suite, la dérivée dans uiu* (lii(*(*tion de laliludi* >,,, 
subira une disi'ontinuilé é^ale à - 4 - o„ sin y,, , ou encore à 
I r cos ( 1M*„ r) . (y(*sl un résultat (pii nous sera liés utile 

U llérieu renient. 

niMAiu,)! !:. Pour être tout à fait comiilel, même en se hoi nan 
au cas eiivisaf^é (suifac(* 1 à points simples, densité contiiuu*) il y 
aurait encore lieu d’examiner si, jiour une dérivée langentielle, par 
exem|)le prise suivant o.r , la limite, supposée exislanle, du rapport 

y,. 

— (H^. nous avons considéré, est aussi la limite de la 

d('iive(* » prise au |)oinl P , lors(pie ce d(*rnier point tend 

vers P„ . Nous renverrons, pour les détails (pii se rajiportenl à cet 
examen, au mémoiri* de M. l^elrini, notamment jij). 2.‘U) et suivantes. 



CflAlM'I’HI-: XIII 


LES ÉQUATIONS INTÉGRALES 
DE L’HYDRODYNAMIQUE 
ou Équations de M. C. - W. Oseen 


Nous îilloiis iiuiitilonanl (‘iilrupiHMidro d’oxposcr la lliroric' de 
M. ^\^ OsucMi sur riiydrod yiiaini<[ue «les lliiides vis(|iieiix. (adle 
llu'orit' jueiid son [)oinl de déparl dans nn e(Miain sysIèiiK* d’é(|nalions 
inlé^nalt's, «jiie M. Oseen a dédniles des é(fnalions {générales, aux 
dérivées partielles, démontrées au Chapitre IX. 

Nous nous l)()rn(“rons aux mouveinenis Icnl.s, ou hien aux inouNC- 
ments à lonrhilloii.s lu'ijl'ujcdhlcs, eai* nous avons eonslalé (pu* ces deux 
sortes de inouveinents étaient réj'is j)ar des é(|ualions du même 
type : 


(227) 


iW/ 

(p; 

~ë/ 

(\W 

lîT 

i)ii 

(Kr 


-t" 


i).V 


t '). A II 


<j. A n 


<)r 

, f 




+ y- 

: 0 


avec cette seule dilVérence (jue la lettre j) re[)résente la piession 
moyenne dans le premier cas, et celte même jn ession anf^mentée de 

(//- -|- ir- -f- 10 -) dans le second, (cf. Chapitre IX, lin ). Nous admettrons 

enfin ([u’il n'y a pas de forces extérieures notahles, ce ijui corresjxnid 
à l’absence des termes X, V, Z , dans les é((uations (227;. Nous ne 
faisons cette hypothèse «pie pour simplifier les écritures, car il est très 
facile d’ajouter, et de traiter comme les autres, les termes cor- 
respondants. 



i:»2 - 


(Ifla rtaiil, nous allons uliliscr les i'‘(|nations, dites (uljoinlcs des 
é<|nalions (227), <|ne voiei ; 


( 22, S I 


('11' 

' a/' 

- r - 

A 11' 


'7'' , 

'i. 

,11/ 

A lé 

l'/ié 

■ (1/ 

•7'' , 

Ai: ■ 

A lié 

d- 

e.r 

,i/>' <)ir' 

•'// 

i) 


La Ihéoi ie (|iu‘ nous allons élahlii «‘sl an fond une {l’élu ralisalion des 
propriéli’s de l’éipialion d(‘ la ehaU’iir id d(‘ son éipialion adjointe, et 
les l'oininU’s cpie nous allons obtenir sont, lai somme, une sorte (U* 
j^énéralisation <le la Ibrimile (2iM) (pu* nous avions obtenue au 
(’,ba|)ilre \l pour une solution de l’éipialion de la ebaleiir. 

Il nous faut eommeneer par déterminer un système ou même 
|>lusi»‘urs de solutions des écpiations (22,S), (|ui soit de nature à 
jouer un lôle analoj^ue à celui de la soiution lontl(inic!)l(tlc {]H~ ) i\\\ 
problème simple (pie nous venons de ra[)peler. 

Nous poserons dans ce ipii suit, (.e // c), (x'ii' z ), (a,, i/,, r„). 

(‘tant trois |)oints du tluide en\isa{.;é, / et /„ deux instants, pour 
b’ moment (pudeoiupies 


(22t)). 


r \ (.r , ii/ //„'- + (' r„i- , 

/• \ (.r' ,r„)- é (?/' IJ»)- • "lé- • 


i2;u)i 


1 '* 

L {r. h - — r i o /..• 

\ / lo 


A la notation prés, 17 re|)rodnit la lonetion tondamentale 
n. I) (éipiation 1,S7' de rétpialion de la ehaleur, et nous avons 
déjà constaté, par eonséipient, (pi’elle satisfait à l’éipiation ei-jointe 


eu tant (pie lonetion de r et de / 

(u'ia étant rappi’lé, nous voyons (pie nous satisferons eertaine- 
ment à Ja (piatritune éipiation du système (22, S>, si nous posons, 
P i.r. 1 /. /) étant (pieleompie. 


// 


A V 




^P 

,ér (il/ ’ 


(\q> 


(2a2 1 


iv' — 


('.r 



- - 


'rnuispoiions cos valeurs dans les trois premières ècpialions du 


<>.e 

•' 1 / 

(I 


l> 

r 


elle> 

1 s’écriront 

l’aeilement ; 


a A 

<\r 

: - 

ad» 1 
a.r a/ j 

+ A ( a A P t 

td» 

■ (W 


aP 

a.r 

r 

a-’P 1 
<'»a-a/ 1 

0 


y. A 

al» 

a.r 

^ - 

<e-‘P 
^a7 a’/ 

0 



0 


et ees dernièri-s sc'ronl eerlainemeiil vèrilièes si nous dèliiiisons /> 
par l'ècpialion 

i) I aP 
(Kr " (>/ 


(‘i.'U) 


A P 


P ètatil lui-même assujetti à satisfaire à IVapiation 

.>P 


<r,U) 




La Idiielioii ICir, /», va nous servir à fornua- une solution P de 
e(*lle è(|uation ; nous elierelierons P ne dépendant (pie des variables 
/• et / , et j)our abièf^ei’ l’exposé, nous vérilierons simj)lemenl 

(ju’on jX'ut prendre 

<235) P --- \ Ix iL / ) </; , 


/■' étant une constante indépendante de /■ . 

Kn elTet, on sait, ou il est facile de voii’ <pu* pour une 

toiuiion de .e, ij, z , où ees lettres n’entrent (jue par l’inlcM inédiaiie 
de /■ , on a 


A P 


Ji 



iip V a-P 

a/- / ()/•- 



aP 

<)/• 


on trouve alors 





/) <1 ; 


1 


/• 


L (r, I) 


a-;p _ 2 



/) (/ 


' r, I) 


1 I) 

r a /■ 


donc 

( 2 :«>) 



"K (r, I) 

ôr 
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D’autre part il vient, en utilisant (231), 


oP 

1 Çr 


y. f'- a«E(C^ 

01 ■ 

r 

01 

?/• éS- 


fl 1 

td*! (/•', /) 

<»K (r, h j 


1 


i)r 1 

Ct jiar suite 




(237) 

<)p 

^ ~0l 

1 A P - -- 

r 

oK (/•'./) 

Or' 

lOl eomme 

1 

— est 
r 

une s(dution 

d(> ré(|uation 


d \ 


voit bien évidcMumenl (pn* I* vri ilie ré(|ualion (234). 

Observons de suili* (|ue, </a//.s le cas fnirliviilivr on r' --- 0 , il 

résjdliMail iininé<rudenu‘nl de ré(|ualion (237), (|ue serait alors 
solution (b‘ ré(jiialion 


(238) 


.d> 

' Wi 


1 1 > --- 0 


ear 


-dv D'. 0 

Or' 


s’annule pour /' — 0 . 

ICn niellant (*n êvidenee la lettre /' (fui dans tout eeci joue le 
rôle d’une simple eonslanle, nous avons ainsi nn groupe de tbnelions 
(fui vérilient les é(|ualions adjointes (228). De simples permutations 
eireidaires en fournissent immédiatement deux autres. Ces trois 
groufies sont résumés par le tableau suivant : 


P (/•) .: [ K (;,/)</; , 




239» 


n 


n 


o-n^ir) 

on* 

. n', = 

on* 


o:i 

o.v Oij 

1 

oV 

xaP j=- 

.,-L 

r 

a.i 1 

' Ô1 ■■■■ 

■ é.i- 

on* 

n', ~ 

•wp 

on* 

O.v Oij 

ér- 

O.v^- ’ 


in, = 


é^P 
o.v ('r 


r 0E(r\l) 


Or' 


uf — 





(2a9) 


Pi 


n 




<^.r (^r 


a P 

f (>/ 


V , 


c'» 


1 


-f- « A 1^ j — U. 

P 


r (^E(r',/) 


{)ij ôr' 


(>// (^r 


ir ; 


<lv 


(\f/- 


A » 


/';: 


ar 


jL 

7 * /) 

r' (U-' 


Dans <U*s (IrvelopptMiKMits ultérieurs, nous aurons besoin des 
expressions développées de ees (pianiités. On Ironve par des ealenis 
élémentaires, et pour le premier groujx* par exemple : 


II 


(240) 


in, 


i> 




(a- 

•ï'o)- \ 

.0» 

( ' \ 

(>/•- ' 


ri 

} 

i)r 

l /• ’ 

T-t 


V a-,,)- 

r-i 

- 1 

)|l’(r) 

- K(r. /)! 


S 

(\ 

(a -, 

‘o)- \ E 

(r. 1) 


2 a 

\ ‘ 


/ /. 

» 1 

( 

X 

•‘•o) (?/ 

Jhl 

1 .)ip 

1 <>P 1 

' 1 — ■ " 




1 ôr- 

/• (>/• 1 


r'* 

//(i) 

i !>(/•') 

!•:(/•, /)! 


•S 

(a- 

•*•(.) (?/ 

- (/.d 

E(r,l) 


2 -i. 




/o / 


-(,) ,,,, , 


(/•') - E (r, l)\ 


2 


/>l = 


(a- a-,,) E(r,l) 

/•- I 

/'(a- a-,,) E (/', /) 


2 r-'î 


/o / 


On a les autres valeurs explicitées par des rormules analogues, en 
permutant le rôle des lettres. 

Les discontinuités (jui inlerviennenl dans ces lonctions j)our 
/ = /„ et r = 0 sont en évidence. 

Avant d’utiliser ces résultats, nous formerons un (piatrième groupe 
de fonctions accentuées, vériliant les é(juations adjointes (228). Il est 
clair (|ue nous obtiendrons d(is expressions satisfaisant à la dernière 



(le <'cs ('•(jiiMlioMs, el niiiuilatil les lermes en lu' In', lin , si nous 
posons, A (/) élanl uiu* lonction <lt‘ / (|uclcon(iue, 

, L „ i- — 

//' A (/) ' , />' - A (/) — — , in -- - A (/) — , 

«'// 

^ puis<|iu* A •— (1 ^ . 

[a‘s (rois promièics é(|ualions (228) se léduisenl à 

L 

(/A(/)^ '* /• < 7 / 

(il i).v <i.r 

et elles |)(*i nu'llent (l»‘ prendre 

- </A(/) 

f /• ■■“(// • 

lin \ lie d(* munir //',/>'. /n' , /> . de la disconlinnilé analo};ue à 

eelle de la solulion romiamenlale de r( (pialion de la chaleui’, nous 
choisirons 


A(/) 


-/• 1 ; (/•'./) 

-> " / . 'T' 


el nous (diliendrons le <pia(rième groupe 


( 211 ) 




II' ■ 


:/•' Kir. I) " 

T' / a.»- 


: /•' 1', (/' ,/) '/• 

2 7;, 7 ^ ■ 


L ('■ ’/) *' r , 
I 

a !•: (/•',/) . 

2> a/ /' 


1 




Nous allons mainlenaid luellre toi oaivre ces diverses solulions. 
('onsiilérons une portion de Iluide, oii le mou veiuenl soilconlinu, 
dêlimilée par une surl’ace S(/) cpie nous supposerons par exiuuple 
fermée (il pourrait y avoir plus d’une surface limitant notre volume 
«•■(/) , sans autre complication que d’écriture). Soit (.r„ j/,, r„) un 

point de ce ilomaine, ï la sphère de centre (.r,, i/,, r„) el de rayon 
r . Sup|)osons ipie. / variant de 0 à /„ , le domaine (/) 

contienne constamment la sphère il à son intérieur. Enlin appelons 
<" (/•') le domaine i ' dont on a retranché la sphère ï 



Les vilesses //, n, in , el la piessioii inoyeniie {> dans le 
Iluide, satisConl aux é(|iiali()ns (227) el sont eonliniies dans <•> (/') ; 

les l’onelions //', n', n»', fi\ satisl’onl aux ('“(jnalions (22(S) el son! 
eonlinnes dans le même domaine. Midliplions alois les êcpialions 
(227) par n'|. n',. fn',. 0 . les ê(piations (22.S) j)ar //, n. n», 0, el 

relranelions les rêsidlals obtenus. Il vient 


(242) 


a 

TT/" 


(n ii\ -f '' i + fl’ II’' I ) 


II 


•'Zi 

• U- 


.'IZi 


in 


ar 


f II 


_‘V>' 

a.r 




in 


()r 


II', lu 


Il A//' 


(^eei est exactenuml ranalo{.(ne de ee (pie nous avons l’ail an 
('4ia|)ilre XI pour obtenir réipiation (190). Nous allons (aire subir à 
(•ell(* êcpialion (2t2) nn Irailemenl tout à l'ail parcdl à eelni (pii nous a 
servi déjà pour la rornuile (pu* je viens de* rappeler. 

Nous allons inlêf^rer les deux membres (b* (212) dans tout le 
volume !•> (/•') , pour intégrer (“iieori* le résnllal par rapport à / , 

de 0 à /„ . Puis nous ebereberons ee cpie (l(‘\i(‘nl la rorimile 

obtenue, (piand on y fait tendre /*' vers zéro. 

L’opération ([ne nous venons (b* décrire nécessite (pi(‘bpi(*s 
précaulions. 

.le rappelle tout d’aliord (piebpies lormnb's de Iranslormations 
(pu* nous allons av(jir à utiliser : on sait (pu*, les ronclions à inter- 
venir étant siij)p()sé(‘s certaines ainsi (pie les dérivéc's coin (‘iiables, 
on a : 


(242) 



’Tkc' 




W 


suri. lim. 


cos n, .r (h (rormnb* de (îreen) 


(/ <■• étant rélémenl de volume, (*l m la normale à la sni l'ac'e limite, 
vers l’inléricnr. 

La rormnie 


(244) ^ 



ne dilTére pas de la précédente, on l’on a remplacé 
Ivl de celle-ci on déduit, en remplaçant 1' par 


F [lar 


(KC 


I’ . (i . 
ajoiilanl 
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trois équations analogues à celle obtenue, puis opérant par échange 
des lettres b et (î , et retranchant : 


( 245 ) ^ 




\ \ \ (F A G G A F)d 

J.' .'vol. 


.’ .stirf. 


( 


, dG 

dni 


(i 


dV_ 

diii ' 


d'i 


Rappelons enlin coniinenl on calcule la dérivée par raj)port à 
, (l’une intégrale de voluuu* telle (pie 


.1 (/) 



:( (.1-, \j. Z, I), (/(.. 


étendue à un volume <•> (h (pii dépend de / . Le laisonneinent 

inluilirei-dessous, (pi’il (‘st aisé de rendre rigoureux, conduit inimédia- 
tenient à la lorinule cherchée, l'àitri* d(‘ux instants voisins /, et /., 
lorinons la dilTérence 

.1 (/.,) .1 (/|) \ \ \ I'/ (a-, ij. I.,) — 7. (.r. ;/, /,j (/o. 

• » Y 

f \ \ \ (.r. (/. r. /.,) (/<■> . 


Apres division |)ar I., -- /, . le premier tenm* du second 

menihr(‘ ionrnira à la limiti* 


\\\ 



(.c. //, r. /,) </... 


(piant au dcnnier terme, c’est une intégrale Irijile étendue à la couche 
comprise (Mitre les deux surlac(‘s limites S(/|) et S(/.^) ; si l'on 

désigm* par N’,,, la vitesse normale de déj)lac(Mnent (positive vers 
rintérieur de «S (/,) ), de S(/,) vers S {!.,) , cette intégrale triple 

t'st la limite de la somme 

A 7 (.c. II, Z, tj) (h Vn- (/., - /, ) 

(/î étant l'élément de sui lace sur S(/,) . Après division par /., /,, 

on voit donc apparaître à la limite l’intégrale 

« « 

\\ 2 (X, (1, Z, l^) \,u (h 

. . ^(^) 



On a donc la formule 


(x. r, 0 ,t<.. = \\ \ IJ, r. I)(l 


(•>4I>) 




/ 


■* •• 

\\ r, (X, y, Z, () \ni 


(jue nous uliliscrons sous la forme suivante, obtenue en intégrant les 
<leux membres par rap[)ort à / , de 0 à /„ . 


(247) 








(iz 

-JJ- (x, y, Z, I) (iiO r:: 


•■.(/„) 


a (.r, y. Z, /„) (/< 


I — \ \\ Z (.r, y. Z, 0) do. f \ \ (•'’’ ■'/> "< 0. V,„ 


é Js(0 


Revenons in.ainlenanl à notie formule (212) et intégions comme 
nous l’îivons dil, dans le volume o> (/•') et ensuite par ra[)porl an 
temps / , de 0 à /„ . bai appli(pianl an j)remier membre la 

formule (247), et transformant légèrement le second inembic par les 
(oiinules (244) et (245), tout en profilant de ce cpu* (n, n, id) et 
(Mi', n,', //»|') satisfont à l’écpialion de continuité, il vicmt sans |)eine 
le résultat suivant : 


(248) 


r 

\\\ 

«. t « 


[iin'i 4- 

vv\ 

f- uo/é, 

1 (/... 

r 

■» » » 

\\\ 
t t t. 

.. (r\(i) 

4- 


1- //O/'' il 

de, 

+ P T' 

* < ' 

'd/ \ 

» , » 

' s< / ) 

1 4- 

in)\ 


v„ d'-i 

t 

V. 

\ \ 1 "l ( 

J J SU) 1 ' 

ihi 

ili\ 

[) eos n.v^ 

, / (lu 




, / 

div 


" ‘ ( <ln 

- ^ 

f) COS ni/ J - 


d77 

/) cos 


■» 

l 


f du'. 



\ 

\ ,11 \ 
« " t- 

} s(/) 

|w 

du 

Pi 

(‘OS n.v 

) + ■■ 

r 

- \ 

C O 

WJ 

t * — 

[ ( 

( du 

V'- TlV 

- P eos n.x' ^ 

r .... 


c/ '7 
(/-T 


+ \ Ü, I "I" TST 


l,/. 

(h 


('.ar le volume (/•') est délimité par deux surfaces : S (/) et X . 

Dans cette formule, n désigne la normale à une surface 
frontière, dirigée vers l'iulcriciir du volume ... (r ) 
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Ali piiMiiior nuMiibre le premier terme disparuit, car pour t — 

/i'i, w\ s'amiulenl tous trois dans «•)(/•') , de rncMiie que K, P 

et leurs dérivées. 

Nous allons nous préoccuper de chercher ce que devient cette 
lormule (218) lorsipi’on y l'ait tendre r vers zéro. 

K.vaminons tout d’ahord les deux dernières intégrales du second 
memhre, — celles ipii sont relatives à la sjiliére - . Sur - les 

foiinules (240) où r^r' et j>ar suite P -0 , se léduisenl à 


II 


JL 

.•'■i 


8 (.c - .c,,)- 


1 i:(r'./) 


2'i. 


1' 

(.c - .1 

o)^ 1 


1 

8 (r 


I/o 




(.1- 

£,d ( (/ - 

:j/o) 


/„ — / 


2 -X 


/• - 


/) 

•: (/^ /) 

T 


IV 


8 ( c .c„) (: - r„) 

pr- IM/-. 0 

(.c - .c„) (: -- :„) (/•'. 0 

- '1, r 


hài dévclo|»p;ml, d’autre part, /y et voisinage du 

point (.c,i, //,i, on aura sur ï des écritures telles <pi(* 

Ù/I \ fl — I/o / ù// i : -- r„ / (Wi 


(hi 

(hi 


x .c„ / ou V // — //,. / "// V : - r„ / on \ 
r' V O.i' /„ /•' ‘ Ofi ‘ \ ùr I, 

I- r' A /> />„ • /•' A , 

la loltrc A ilésignant ditVérentes fonctions ipii restent finies. 


Prenons l’intégrale 


\.. I " i ( 7^ /' ) + ■ ■ ■ I </' ■ 

Les termes en ( ) . ••• pu • donneront évidemment zéro, 

étant impairs en (.r — .i„) , (i/ j/„) , (r — r„) . Les seuls ternies 

à envisager seront de la forme 


\ A . r' . L (r, /) (// 
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A . /••> — - — -- (// 

M) < 


et nous cherchons leurs valeuis limites (jiiaïul /• 
Séparons ces intégrales en deux portions : 


tend vers zéro. 


'i, 

V, V, 


avec 0</i </() .Si /, est un nombre hxé inlerieur à /,( , les 

parties correspondant à rinlervalle (h./f) ne donneront aucune 
dillicullé, et tendront vers zéro avec r' . .le dis (ju’il en sera de 

même des intégrales \ ; cela résulte en eflet de ce (pie le coelli- 

1 ^ t 

cient de /•' et de r'- , c’est-à-diie les intégrales 


y K(r\l)(ll et r' \ -j -y 


sont finies : on a en elîet (ra[)rés (2dü) 


(// 


\ 1-; -=-- 2v 

^ ti ^ Il \ h) < 


2 \/l., - l, 




hi'.. I, ,11 




(’ ( 1 / • - r 4 




é.f 


c (/> - 2 


lOn délinitive l’intégrale 


\ '(// \\\ I 


!> cos n .r ) f ... | (/■r 


tend donc veis zéro avec r' 


Passons à la seconde expression 


(249) I (// \ W r n (y 

t O - I 


l> I cos /?. 


...(/. . 



Kn partant des formules (240) un calcul élémentaire fournit, sur 
, les expressions : 


(in\ 2 

(in r 


\ r'* 


l) E (/. I) 
E(r',0 


P / :H.t - \ r.( 

2ar' V r'^- / /(. 

P*r' / (.r-.r,,)^ V Kfr'.O 

4[i.^ V ~ r'^ A'o-O- 


/ 


(250) 


f/// 


(r\ 0 

/,r- / 


+ 


On a d’ailleurs 


(251) 
cl 

(252) 


P ( 


fl 

r • 

c (.1 

-•L.)(i/-- i/o) 

T ~ 

2 y. /-< 

•fo) 0.1 

i/o) i’- (/''«O 

4 r' 

(/o-O- 

o(.l 

• - .r„) L(r'. 

2 r'^ /„ - 

4- (.«• - 


(S). 

L A . r'^ , . 

1 , 

et intégrons 

en 


( \ 

/ ()/; \ 

l è'.r 

’ V è{/ /o • ■ • • 


(In 


O 


U) 


On 


contenant les dérivées premières, disparaissent comme étant impairs 
en (a* — .r„), ({/ — i/o), (r — r,,) . Au contraire les termes en 

*’o, n’o» sont pairs, et il y a lieu de les calculer. Le coeffîcient 
de ij„ est, d’après (250) et (251 ) 


K (/-'.O Ci /2(.r-.ro)^ 


+ _L. \ ( 

^ 2r' /o-/ 


— (h 
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^ EJ/, /) r ç / 
4 H- Vo-iy ])A 


1 


Cr - x^^y 


) 


(in 


en vertu de l’égalité évidente : 



ê. C- 



ceci se réduit à 


2- , E(/,0 

2- 



3 ■ ' /„ - / 

3 

^ (/,»—/)- 


Les coetïicients de />(, et //>„ 

sont 

nuis, parce (pie 

les intégrales 

(\ 1 

\ \ , (?/ - 
K %. — 

et 

[ <■«■ - - ■>■„) (- - 
«. 1 — 

-- r,)) (h 


le sont. 

l^nlin il restera des teiines j)rovenant de la dernière partie, 
A/-, d(‘ II, V, ou w . (les termes rournironl dans l’intégration 
par raj)port à /, une contribution nulle (piand r' tendra vers 
zéro, en vertu de raisonnements entièrement semblables à ceux qui 
ont été développés un peu plus liant. 

En délinitive rexfiression 1 (éipiat. 249) nous rournira une 
expression ([ue nous éciirons sous la l’orme 


(253) 



I >/•'•' Ç'-. iu,K{r',t) 
L - 3 O (/o-O- 

r 


(// 


//„ , (|ui provient de la formule (252), rejirésente a (.r„, ;/y, Zq, t). 

Les intégrales prises entre () et ; où /, est plus petit (pie , 
donneront une part nulle à la limite, et il suffira de considérer dans 
(253) les intégrales prises entre /, et /„ ; /, étant pris, indépendam- 
ment de / , assez voisin de /„ , «(, sera alors sensiblement égal 
à «0 (/\„ .r„, .//,). r„) . Par ailleurs on a, moyennant un changement 

de variable évident : 
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Quand r tend vers zéro, ceci devient, moyennant une intégra- 
tion par parties, égal à 


12 





Kn écrivant alors dans (2011) 

(n (•*'()» //()• -d’ 0 //o* ”d* é'^»» I/o» 'd* ^d) 

à la place de ti„ , on aperçoit élénientairement (jue la limite 
cherchée est 

4 ” \ / \i- ç t: Il (•>((, //(|, '((» l{\) t 


la contrihiition due au crochet (/; (.c,,, z^,. /)j - n (.r„, //„, r,j, t^^)] 

étant aussi petits (|ue Pon veut pour /, assez voisin de 

'Fous ces résultats transportés dans (24<S) nous permettent 
maintenant d’écrire : 


(204) 


// (.c„. //,„ /d) 

lim, I) 


/« « • 




(Il 4- vn\ -f- //>//>',) (/ 


(•) 


^ tu ' * 

\ <// \ \ (il n' in>' in m' ,) y n <h 






os nx ) 4- . . . I (/<: 




On n’a, naturellement, pas le droit de taire sans précautions 
/• 0 dans le second nomhre. Mais on verra assez aisément cpie, 

en désignant par tl^, n,, //»,, ce (|ue deviennent les ronclioiis 
e,', /n,', (juand on y tait tendre r vers zéro, les trois ])remiers 
termes du second nomhre tendent vers 




(// //| 4- " '’i il’ ff'i ) 


: ^ \ + l'i'i + U'f/'i) V;, il". 


: , M/) 


V' I "' ( -sf - /' ‘ ■ • • I 
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Quant au quatrième terme, il se décompose en deux parties, dont 
la première, indépendante de //, devient 



et dont la seconde peut s’écrire, en vertu de la quatrième l'ormule 
( 240 ): 


lim f// ^ ^ //, (/I cos /};r n cos ny w cos nz) de 

pr2 f/o K(r', 0 ,, 

= - l.m — \ -r^ <11 X 


SSL,,'- 


COS ihv 4- cos ny -j- w cos nz) — — de 


L’expression à étudier est de la forme 

C O ‘0 « 

Nous allons démontrer ((u’oii a : 

li, r' /, (I) ,11 == 2 yÆ (,.) 

dès (fue h (/) est une fonction continue. En elTet, tout d’abord 
la (juantité 

r' E (r', 0 

tend uniformément vers zéro avec r' dans tout l’intervalle 0, /, , 

c’est-à-dire si 

0</^/, </o • 

Il s’ensuit immédiatement 

,i„, „ (0 444 ,/, .. Ii,n / /. (0 4 *^ ,11 

J O h) ‘ J ti *0 ■ * 

lim j / h (7o) \ dt + r' \li (t) — h (/o)| ^ dt j 

Et comme il vient par un changement de variable déjà utilisé, 

4 

f Vf 


l/— L_ 

c 2 V .{t„ t,) 


e dl = 2 


U. TT 


vt 
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on en conclut de suite, par un raisonnement élémentaire déjà indiqué, 
l’égalité (258) demandée. 

La limite de l’expression (255) sera par conséquent 


w c 7t \ \ (n cos n.v + n cos nu + lu cos nz) da 


Kn tenant compte de ces résultats dans l’étiuation (254), celle-ci 
devient une é(|uation qui fait connaître u (a:,j, rQ, Z^) en lonction 
des valeurs initiales de n, i>, w , à l’instant / — 0 , dans le 

volume <-) (0), et des valeurs de 


U, V, uf, p. 


du du 

Un ’ 7/77 


dm 

dn 


sur la surface S (/) à tout instant compris entre 0 et t(, . Les 

calculs (jui conduisent à cette belle formule 


(257) 




4 II a p 

7t n (.r,„ 

J/o» ‘0* A») 

t 


('») 

1 a, -|- a a. 

4- 

la la,) do» 




(lin, 

-1- a a 

) 4" 

la la,) V„ 

dn 



V 0 

J J MO 







V ‘O , , i 


dn 






-r. , 

, <1 1 

7(0'"' ( 

(7ÏÏ 

■ - - p 

CO s 

aa- j -f- . 

• •1 

i/rr 



C 7 / 

dn. 


i/a, 

dm 




U \ dt 

*. o 

77,,,('' 

dn 


I 

dn 


-) 

i/'j 

— y/ac 


(il cos n. 

) 

r -}- a cos ai/ } 

- in cos n: 

:) ' 



sont (lus à M. (7-W. Oseen. 

Il est clair (ju’en utilisant, au lieu du groupe de fonctions 
(a',, n',, «>',, //,) les deux groupes (n'^, u'^, mj. Pi) (“7, a/, 

7* /^7) respectivement, on obtiendrait, par de simples permutations, 
deux formules résolues par rapport à a (.c,,, i/o» "o» ^o) ou la (a’o, i/o* 

'•Ü* 

Lutin le quatrième groupe (ii^, i>\, u)\, p\) (éiiuation 241), 
traité d’une manière analogue, fournira une éiiuation en p (.Co- t/o» 

On trouvera tout le détail des calculs, que nous ne pouvons 
reproduire, dans le Mémoire de l’éminent mathématicien d’Upsale 
{Acta Matliematica, t. 34, 1910, p. 205 et suivantes). 

En résumé, et après un changement de notations, ayant pour but 
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de nous débarrasser de l’indice zéro, nous nous trouvons en posses- 
sion des quatre équations intégrales qui ligurent dans le tableau 
ci-dessous, où nous rappelons les définitions principales : 


(258) ( 


== ^/(x - ly + (y - ^y + (z-^y. 


E (a, T, /) ==: e T) , E 

y/ / T 

ô^p diP 


E (y., T, /) d a 


07,2 ’ '"i — 


02 P 


à ç () T, 


()2 P ()2 P 

~ÔC2 ôF 




OW ’ '"2 — 

Ô2P ù'iP 

, _ 


t: V /fi. 0 it 


4. y 


n (x, ij, Z, t) 




/()). «I 


-f /ip, -|- 


^ llll 


COS /1 .1* P /I V/i ) 


+-S:,'ML(" 


</p, d«>, \ 

-77,7 + "^r 





>• — 'Xr 

(u cos nx 4- /i cos n ij -}- lu cos n r) ' ■ da 


(259) 


a iTï n (a-, ij, Z, t) 


4 7: \/ixp7T w Çr, IJ, r, /) = 


4 t: /,» (.r, y, r, l) — 




/> cos /j.r -f" “ V/i) r + 


+ P 




d /<) 


r + 


4- c ^ (h cos nx 4- v cos n ii -j- lu cos nz) 

■ JJs(0 


Dans ces formules (259), les intégrales de surface qui figurent. 
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sont calculées avec les coordonnées j;) à un instant t ou à 
l’instant / ; n désigne toujours la normale vers Vinlérieiir du 
volume. Comme on l’a déjà remarqué (équation 238) la fonction P 
qui intervient ici satisfait à l’équation 

(2(>()) C -f U. A P 0 


Démonstration directe de la formule 
relative à p (.r, »/, c, /). 


Nous n’avons pas développé les calculs relatifs à l’équation 
concernant /> (/>, .r, r, /), parce <|ue la (|uatrième formule (259), que 
l’on peut obtenir par le passage à la limite au moyen des fonctions 
(u\, n,', n>\, p\), peut s’obtenir directement, j)ar un procédé très 
simple, dû à M. U. (audeli (d///. dei Limvi. XXI, 1912, 2‘‘ sem. 
pp. 231, 271, 332). C/est ce que nous allons exj)li(pier en quelques 
mots. 


Appliquons aux fonctions // (.r. q. r, /) et y la formule (245), 

pour le volume «< (r ) compris entre la surface S (/) et la petite 
sphère il de centre .r, y. z. Nous obtenons ainsi, puisque 







II 


r iln 

dm 



r 




II 



lim 


0 , 


/», étant toujours la normale intérieure à o (r) . Si nous taisons 

tendre r’ vers zéro, il est bien connu (et du reste presque évident) 
que les deux derniers termes (relatifs à i: ) tendent respectivement 
vers zéro et 4 - ii (.r, y, r, /) . Nous pouvons donc écrire, en 

étendant cette fois l’intégrale triple à tout te volume c. (/) , et en 

écrivant n à ta place de ni , 


A T, Il (.r, (/, r. t) = 



— A II d(.) 
r 



4 4 


S(/) 


1^ 

r 


(in 

(In 


(in " 4 “ 




(In 



— 169 — 


Mais en vertu de la première des équations de riiydrodynamiquc 
(éq. 227), nous pouvons remplacer lu par 


ôll 1 è/> 

4- ^ 


a (W a (i; ’ 


de sorte qu’il vient 


( 261 ) : 


4 - a /I (.r, ;/, r. /) = — P 


1 (W/ 


1 . 

— (/O) 


r è; 

+ 





M 


(/(*> 

...(/) 

r 

i)t 



1 

du 

f 

s(l) 

r 

du 

■ (iG 


1 


U r (h , 

~7nr 


La nuMiie l'orimile (244) pcrinal iiianiloiiaiil d’écrire 


_L ^ 

.'J J. . 4 /) r (); 


P 

..(/) 


r (il 



IL 

r 


cos ux (h 


On a ensuite évidemment 



Enfin la l’ormule (24()) montre (ju’on a 



V/i ayant toujours la même signification ipic dans les paragraphes 
antérieurs. Il est vrai qu’ici la présence du point (.r, ;/, r), où r 
s’annule, dans le domaine <•> (t) d’intégration, introduit une petite 
ditïiculté apparente, mais celle-ci disparait d’elle-méme si l’on 
observe que les intégrales de volumes utilisées restent uniformément 
convergentes dans le voisinage de ce point. 
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Transportant ces divers résultats dans l’équation (261), celle-ci 
devient 


4 t: [A H (.r, ij, Z, t) 


fce JL a 


V„ ^ \ ^ 

iiMI) ^ .V's(0 / 






1 (lu 
y}s(i) r <în 


cos n.v (h 

dn -f- U. Çi II r (h 
' J.^'O 


dn 


Nous ])ouvons évidemment écrire trois formules analogues à 
celle-ci, donnant respectivement n (r //, r, t), v (.r, ij, z, t) et 
w (.r. ;/, r, /). Ces formules supposées écrites, décri vons-les par 
rapport à .r, ij ou r , et ajoutons les résultats. Le j)remier nombre 
donne zéro, ;’i cause de l’écpiation de continuité : 

iUi iUv 

"(b/ ■*" "ÔT ’ 

et il viendra - en observant (pi’une dérivation d’une intégrale des 
types employés, par rapport à .r . revient au signe prés à une déri- 
vation de par rapj)ort à ; sous le signe intégral , — la 

relation ci-dessous : 


0 + f -, 


i)( 


: : O 


a -V- a -L a i. 

Il /• -j- I» r -b //> r 

ar 




r 


(/<•> -p P 


,\'s(0 


n ^ -P '' ^ 

a; ()r 


( 262 ) ( 


a J- 

-p II» /• 

■"''r 

1 


) v„ ,/, -- \ 


.'s(0 


a -L 0 J- 

r eos nx r cos nij 

a- ()r. 


-p * r cos nz ) dn <x 

dr ' 




du é 
dn 


r 


dv a 


1 




du 


dm a 

<//i 


1 


it: 


“îij»,, ["^( 


) 


1 


4- 


dn 

d^ 


àr. 


dr, 


dn 


dn 


-P w 


é; 
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II n’y a plus qu’à remarquer inaintenanl, que, d’après le théorème 
de Poisson (f. 203) on a 






d(o =z — iz P (.r. ;/, r, /) , 


pour faire apparaître un terme en p (.r, y, /) . Pnlin, toujours à 

cause de rèqualion de continuité, on a 




■(0 


/ ,) — a — () - - 

I n -j- /• -f~ ^ 

\ 0; (iy, 




II 


V 




, . . . w 

à — , () — , () 

r + /• 4- ;• 


rc) 


OC 


ou encore, à cause de (243) : 


J J. '■■(O 


1 1 ,1 

U r i> /■ 4* U) r 


Ot 


OC 


J JM/) 


— (// COS iix 4- " eos ny 4- fi’ oos nz) du 


(Iràce à ces deux dernières transformations, la Ibrmule (202) 
devient ainsi, précisément, la (|natrième formule (259) à démontrer. 

On voit donc avec netl{‘té la provenance et rétablissement des 
quatre formules de M. Oseen. 

On {)eut ensuite démontrer, — et sur ce j)oint nous renverrons 
encore au Mémoire de M. Oseen, (|ue si ii (;, y„ C, la), n (b /„ C. la), 
II) (l, y„ t()) sont des fonctions données, continues, dans o 
et si 

(lu (lu (lll) 

-( 77 , ’ (777 ’ TÛT ’ 


sont également su[)posés continus sur la surface S(t) pour tout 
instant t à partir de /„ jusqu’à / ('), les fonctions ii (.r, y, 

Z, /), V (.r, y, Z, t), P (.c, ,/, z, /), définies par les formules (259) 
satisfont constamment aux é{|ualions de rhydrodynami([ue ; de 
plus on a 

lim II (x, y, r, /) ^ ii (;, y, C, /o). 

et des é(|ualions analogues, si r et l ~ la tendent vers zéro, — 
pourvu que les (|uanlités ii (b C, ta), n (• . ), w (...), admettent 
des dérivées continues (exception faite pour certaines surfaces de 
discontinuité éventuelles), satisfaisant bien entendu à l’é/juation de 
continuité. 


( 1) Observons CCS (lomuTs sont évitleinnient sural)on<lîintes et ne peuvent par suite 
être choisies d’une manière complètement arbitraire. 




CIlAPITHi: XIV 


LE MOUVEMENT D’UN SOLIDE 
DANS UN LIQUIDE DE VISCOSITÉ TRÈS FAIBLE 

Nous allons, dans le présent (diapilre, étudier le |)roI)léine 
suivant : 

On suppose ({ue dans un li(juide indélini piiniitiveinenl au rej)os, 
soit placé un corps solide, dont la surface sera désignée* j)ar S(/) . 

A rinstant initial, ce corps solide est aussi au rej)os, on le met en 
mouvement, d’un mouvement de translation connu, dont la vitesse 
sera parallèle à l’axe ox , positive et égale à tl (/) . Le liquide est 
supposé vis(|ueux, il colle, par suite, aux |)arois du cf)rj)s baigné. 
Pendant tout le mouvement, les éciuations d’Oseen (201)) sont 
applicables. Nous allons chercher ce que deviennent ces formules 
(juand le coellicient de viscosité tend vers zéro, et nous tâcherons d’en 
déduire les caractéristiciues du mouvement limilt; eorrespondant à 
a ~ 0 , ou, tout au moins, (/’u/j mouvement limite compatible avec 

l(‘s é(juations utilisées. 

Nous désignerons par <->(/) l’espace occupé j)ar h; Iluide à 
l’instant / , c’est-à-dire l’espace indéfini exiéric'ur à la surface S(7) ; 
par («(/o) t*l (i(l) les volumes intérieurs resj)e(*livement à S(/„) 
et à S(/) : i)ar î-i(/) res|)ace cojn[)ris dans le cylindre |)aialléle 

à ox , circonscrit à la fois à et à S(/) , et compris de 

plus entre ces deux positions <lu solide ('). 

Nous admettrons ([ue toute paiallèle à ox à l’intéiieur du 
cylindre ci-dessus rencontre la surface S(/) en un certain nond)re 
fini de points, et nous simplifierons l’exposé en su])p()sant (pi’il n’y 
ait que deux points de rencontie au plus; riiypothèse d’un plus grand 


ri) Bien pnk'iidu, nous supposons les sufiracps S (/,,) ot S (/) asst'z ôloiguprs l’une <!(* 
l’autre pour n’avoir aucun point coinnuin. Sinon, les lij^ni s suiv antes (leinandcraient de léf^ères 
inoditications, du ri*ste ([uasi évidentes. 
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noin))re de points possibles ne ferait qu’allonger les écritures sans 
rien changer d’essentiel. Enfin, nous supposerons que la surface S(^/) 
n’ait (|ue des points simples, sauf peut-être les points de contact avec 
le cylindre circonscrit parallèle à ox . 

Dans ces conditions, nous appellerons S^f/) et les 

portions de la surface S(/) (lui regardent respectivement du côté 
des X positifs (sens du mouvement) et du côté opposé. 

Des hypolhè.ses faites, il suit que, si M désigne un point de 
l’espace, si ce point n’est j)as dans la région (i(/()) -f- 12(7) f (i(/) , 

il ne sera jamais atteint par la surface S(/) du corps pendant son 
mouvement, depuis l’instant jus(|u’à l’instant / .Si M est 
dans (i(/„) , il sera atteint une fois, parle front arrière Sj(/) de 

S ; si M est dans L2(/) , il sera atteint deux fois, une fois par le 

front avant S,(/) , et une fois par la face arrière S., (/) , à un 

moment ultérieur. Enfin, si M est dans (î(/) il sera atteint une 
seule fois, par la face antérieure S, (/) . 

Nous conviendrons d’appeler, dans ce qui va suivre , /, et /., 

les instants év(‘ntuels (existant tous les deux, ou bien un seul, ou bien 
aucun), où la face S,(/) ou la face S.j{/) viennent à passer au 
point M . Il est clair (|u'on a : 

Heprésentons la surface S(t) à un instant t voisin de /, ; 

le point M sera donc très voisin de S, (t) . Soit o la j)lus courte 
distance MM du point M à la surface S, (t) ; le petit triangle 
rectangle M 11 11' de la fu/ure, où 11 H' est la j)arallèle à ox menée 
par 11 . donne : 

iiiir cos ux I I U (/| — t) cos nx | , 

s, (t.) 

TJ(r| 

la direction M H étant celle de la normale y S| (t) , U étant 

U (t) , ce qui ne diffère pas sensiblement de U (/)) . La quantité 

U cos /J .r représente donc la composante, normale à S, (t) , delà 

vitesse U (t). 
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Nous poserons : 

(263) U!/^ (t) = I U (t) cos n,.r | , 

et l’on aura approximativement ; 

(2(i4) 2 -■- I - T I U;," (t) , 

ou, sensiblement : 

5 - 1 ', • 

En opérant d’une manière analogue avec la face arrière, nous 
serons conduit à désigner par : 

(205) (t) ^ I U (t) cos /ï.mU I , 

la valeur absolue de la vitesse de translation de , projetée sur 

la normale à . 

Tout ceci j)osè, revenons à nos è(juations intégrales (') et exami- 
nons d’abord la première dont le premier membre est : 

4 iî U. c - Il (x, ij, r, /) . 

A cause de l’hypothèse du repos initial pour / — /„ , la première 
intégrale (jui figuie au second membre est nulle. Afin de constater 
quels sont les termes importants (jui subsistent au second membre, 
voyons quel sera l’ordre de grandeur des fonctions n, , n, , w^ , 
et, tout d’abord, de la fonction P (jui sert à former celles-ci. 

On a (258) : 


Posons : 

— / ^ _ 

■1 


- 1 r « 

/* JO 


(1) Dans le Chapitre* XIII, le volume fluide que nous avions considéré avait été indiqué 
comme intérieur h la surface S(/) . On passe aisément au cas actuel, où il s’agit du volume 

indéfini extérieur à S (O , en envisageant le volume compris entre* S(/) et une sphère de centre 
O et de très grand rayon. En faisant croître indéfiniment ce rayf)n, on parvient aux résultats 
utilisés ici. en admettant que le mouvement soit régulièrement nul aux granchîs distances. 
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il vient : 



Pour a très [)elil, la limite supérieure de l’intéf'ralc est très 
j»ramle, (ïe sorte <jue P difTère très peu de rexpression : 


2 /u’r , 'ax 1 

V P JO \ P r 


lOn dérivant l’expression de I* ei-dcssus, par rapport à une 
variable, ; par exein[)le, on obtiendra de suite : 


.t P 

2 è r 

77 

/ k 

\ üV 

' (1 X 

<' ; 


\ r 

7. 


*> 

\ f 

1 

' , 

() r 

7 ' 

2 \ 

yit — r) 

"TT 

approximativement : 





1 





, a — 

: a; + 

1 ^ 



\ 

r \ 

/ ■“7' ’a"; 

* 


Ou voit (pie la Ibnelion P , jiour ;j. iietil, sera comparable à \ 
et (pi’il en sera de mèuiede ses dérivées et, jiar suite, de toutes les lonc- 

tious U, . (>| , u>| ut. , formées à l’aide de P . 

De ce ipii précède, on conclut (pie le sec'ond terme de la première 

formule (2.')b) envisaj^èe s(‘ra de Torde de \ y. , ainsi (pTil en est 

pour le prtMuier membre ; la formule, ajirès division par \ a , 
laissera donc, à la limite, subsister ce second terme. 

Au contraire, le terme suivant: 

/ (/n, 






s('ra d'ordre -îv par rapport à . Après division par \ y. , sa 


contribution limite sera nulle, 
l'nlin. le dernier terme : 


\ a : TT \ {U cos IIX i 

J s( / I 




.(• 




subsistera après division par 4 “ \ ;j. t :: ; et après cette division il 

, . è 

sera de la lorme 

è .C 


, en posant : 
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(2(M)') 


h 


ll(/) r i’ vosn.rd'! 

~TT- 


au moins pour a 0 , car, sur la paroi S(/) , la viU‘sse (//, r, iv) 
(ioil coïncider avec celle de la paroi (n — V , n 0 , in — 0) . 

En délinilive, nous devons donc nous allendre à ce (pie les 
formules à adopter soient de la forme suivante pour u , u , ut : 


(2(>7) 


n (.r, //, r, /) 



P^ B 

f |p^ cyd G -p 

(Kc 


Ç' . 

rr 



() A 

P {.V, y, t) 

,V„ '' ' 

\\ ((^, Ai 

. éM-) 

n.B 

1 //>._, C) d n 1 


IP (.r, //, r, /) 


\\ (//..,A t 

J ) 

n,B 1 

//>., C) t) G -1 

é 

ar ’ 


et l’examen de la formule (259) (pii concerne p conduit, de même, 
à rex|)ression (avec les mêmes coellicienls A, H, (’.) : 



l^a fonction y dêlinie par(2()()) satisfait évidemment à l’êipiatiou 
de Laplace : 

(2()9) A ÿ (,c, IJ, r, /) - 0 . 


Dans les (piatre formules (2()7) (2(hS) l(‘s trois fonctions A, B, C , 
sont des fonctions, pour l’instant inconnues, des arf^umenls (;, y„ D 
du point (Hnirant sur la surface S(t) . Il u’y a aucunement lieu 
d’espérer connaître ces fonctions en utilisant les valeurs limites des 

parenthèses, telles (pie — p cos un ! p n \ , (|ui lif^urenl dans 

dans les 'formules (209), car ce procédé conduirail sêirement à un 
•'ésultat inexact. Les exemples simjiles, développés dans les (diapitres 
X et XI prouvent, en elVet, (pie //, i>, n>, loul au moins, peuxamt cesser 
d’être continus au voisinaj^e de la paroi (piand on fait l(“n(lre a versO; 
à la limite, la condition d’adhérence peut c(‘sser d’être \éri(ié(*; rien 
ne nous permet de prévoir (pielles seraient les valeurs limil(*s des 
parentlièses en (piestion. La même ol)servali«m est valable (piant à la 
fonction y 

Force nous est, au contraire, de considérer jusipi’à nouvel ordre 
A , B . (^ , ÿ , comme des fonctions iiuamnues, (pie nous 

tenterons de déterminer dans ce (pii suit. 

Mais nous pouvons, dés maintenant prév(jir (pie, les fonctions 

//, Pi Wi était, j)our a petit, de l’ordre de \ a , les l’onctions 


VI 
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cherchées A , B , C , seront de l’ordre de 
p;ir conséquent les ((uantités : 


et que ce seront 
V 



-où radjonction (lu facteur y'— n’a pour but (}ue de simplilier 

récriture ultérieure — (jui seront appelées à jouer un r()le. 

Nous écrirons donc nos Ibrinules comme il suit : 


n (X, ij, Z, I) 



A cet elTet, en supposant d’abord a difTérent de zéro, nous 
écrirons les conditions à la paroi du corps solide, à savoir que, à 
cluKiue instant t la vitesse (ii , u , n>) doit coïncider avec la 
vitesse (U(/) , 0 , 0) de translation de la paroi. Kii écrivant ce 
fait sur les formules précédentes (270), nous ne négligeons que des 
termes destinés à devenir nuis à la limite. 
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La simple inspection des formules montre (ju’il nous faut d’abord 
étudier tes intégrales de surface, telles que : 

(271) I \ \ (/I, a h -f- ja, c) </ n . 

Tant que le point (.v;/r) n’est pas voisin d’un point (;y ,0 de S(t) 
il ne SC présente aucune dilTicutté. 

Kxaminons le cas où le point (.cj/r) est au voisinage d’un point 
M,) (.r„ iy„r„) simple de S(t) . Découpons sur S (t) une petite 
portion .s (t) de surface avoisinant ce ])oint. 

C’est de celte portion .s(t) (jue j)rovieiulra toute dilliculté 
éventuelle. Nous allons étudier à part ce qui concerne .s(t) , et 

par suite l’intégrale : 

(272) .1 — \ \ (O //, + h i>, (• fa,) d , 

J J ■'•■(a 


(|ni, à cause de la délinition (27)8) d(‘ //, , />, , //>, . vaut ; 

^ V' ~W + “<VITw: + TtlâT) ’ 


.1 

c’est-à-dire : 
(278) 

en posant ; 


.1 - I -f- J._) , 


,1, — \ \ a . A P . f/^ : 

é J'(-) 


(274) 


■ ' " ■<> + '■ ■> r.i c ) 

(t Tl’ / (t P a P \ ; 

“ . - \ \ (a - 7 — ! h — -h (• -, y- ) il '7 . 

«'.r .\Vs(t) ' d; () ■(, ()^ / 


A cause de ce que nous savons de rexpression asyinploli<|ue de 
P , nous prévoyons ([ue l’intégrale : 


i r / () P , (» i' , »> 1 ' \ , 

\ \ (a — I h — h f “77' ) > 

,'J.S(r)V ; <>V, <) î; / 


(> P 


é 1» 


va se comporter à j)eu près comme la somme de trois dérivées de 
potentiels de simple couche; nous avons vu (jue la direction n de 
la normale à la surface jouait pour ces potentiels et leurs dérivées un 
rè)le exceptionnellement important; nous sommes donc conduit à faire 
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un ciianfirinent de coordonnées, en j)renanl coinnie nouveaux axes 
(M„ x' y' z') deux langenles rectangulaires M^/ , M„m en M(, à 
S(t) , et la normale M(, /» vers l’intérieur du volume '•>(') . On 

a des formules de Iranstormation de la forme : 

.»•' (x -- .r„) -h [i, (y - -- »/„) -h Y, (: - . 

//' -- a. (x .r„) -f . . . 


et des Idrmules idenli(iues avec les lettres (; r, O (> V ^ ) pour 
un point de s(r) . 

On en conclut : 


(I 


t) P 
“F 


i h + <■ 



, t» P , . P 

O “TT" ■(“ T ^ 

0 ; () y 


+ C' 


.) P 
.1 )" 


1*1) posant : 

a n y, -j- /> H, -j~ r -, 

h' r-= a ■/. , -i- /) 4- (• 

c' - : (i ; b 1- c Y;. 


Nous constatons en [)assant, ijiic c' n'est autre cpie la composante 
normale, suivant Mo /» , <ln vecteur (a , h , c). 

Quant à A P , on sait, d’après l’invariance dn symbole de 

Laplace, (|u’il sera remplacé par A P , calculé de la même 

manière à l’aide des coordonnées l' -t’ . Au reste, les formules 

de transformation permettant de le ' érilier sans dilïicnité. 

On voit donc la nouvelle expression de .1, . Quant à ,1.^ , 

nous aurons évidemment ; 


. 1 ,. 




0 P 

<' b 


+ c' 







.v( -) 


id . 


c’est-à-dire : 


. 1 .. 






(>2 P 

a r 0 r 


) 



h' 




ài P \ 
a t' a r ) 



aM> 

aXa';'' 


-t h 


.»^P 

() y/ a 
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Comme on pouvait le prévoir, le terme le plus important dans cet 

0 - 1 ’ . . 

ensemble, est le dernier terme, a-, c' -rrw • nous écrirons. 

0 “ ^ 

d’après la remarijue rappelée plus haut ; 

^ P \ 


a;, (■' A P 


, / (V-’ P 1* \ 

(tf ' ff) 


Il vient alors : 
(270) 

en posant : 


,1.--. \\ a.,c' APd^ + .1, 


! r f I ()- 1^ é- P 

(27(J) • ‘ 

I i ... f c' + X., /)') I • 

A cause de (278), (274), (275), on aura, en remanpiant que 
a,, = cos n x , 


(277) J 


(u - (•' cos itx) A P d <7 4 «J,! = •! "l" 'J;! • 


J 

L’intégrale .1' se translbrme immédiatement, en utilisant 
réijuation (28()), (jui donne ; 

1 a I c .î 

A P 


/■ () r 


C A.il-.) 


v// 


c’est-à-diie : 


c-r* 


A P 


P 4'J(/-t) 

2 a ( 


On a donc : 


.1' 



(•' cos /j.r) 


Z )J. 


c 

(/ ^ T>- 


(I ^ 


Dés que le point M(.r;/r) sera à une distance notable du point 
(; 7,0 * l’intégrale J' tendra vers zéro en même temps (jue a . 
Supposons que M soit sur la normale en M,, à S(t) , à une 
distance o de cette dernière ; Q étant un point (Lr,0 de s(t), 
on a sensiblement : 

r» = M Q» = -|_ r'i 
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r' désif'nanl la distance M„Q . Assimilons la petite siiit'ace s(t) 
à un petit discjue circulaire ayant le point M„ pour centre, et £ 
pour rayon. On voit alors (|ue la portion utile de .1' |)Ourra s’écrire 
approximativement, dans ce cas : 


..5. , y*-'* 

. 1 " urn: (d (' (‘OS / J -C (’ liui \ '.y-- 2 TT C' (/ T' 

.-0 ,'{) i Lt ( / ■ ~) t 


ce (jui donne de suite : 


(27K) .1" 2 r, (a -- , ' cos n .v),-..,,.-.. -Çïiii' 

V I - 



Tell(* est la partie |>rincipale de .1' ; cette partie principale 

devient du reste né^lij*(*al)le dès (pie ci jirend une valeur notable. 

Heste l'expression .1., (f. 27()). bài utilisant des intégrations par 

par parties, puis renipla(;ant P ou ses dérivées jireniières asyinplo- 
tiipies calculées un peu plus haut, on voit aisément cpie la présence 

du lacleur \ ;x . ou dt‘ rexponentielle e rio-Ti , rend les résultats 
négligeables par rapport aux précédents. 

ICn délinitive, rexpression asymptoti(jue de ,I sera : 


( 279 ) 


2 - (U 


c cos 


TTZT 


Pour avoir l'expression ajiprochée de I , il faudra adjoindre à 
.1 la valeur limite de l'intégrale : 

^ •• 




étendue à S(t) dont on a retranché la portion s(t) , Comme sur 
la portion restante, r ne devient pas inllniment petit, et comme P 
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(levitMît aj)proxiin;»ti veinent 
(é(i. 273) : 



, on constate (|ue la portion 



c 


(U> \ 
0“ / 


d'y 


devient : 





<pie nous noterons, à la limite, par récriture : 


(280) 




(/ <7 . 


Quant à la partie restante : 

\\s s" ■ 

le calcul même (pii a conduit à r(‘Xj)ression de .1" prouve, par la 

y /* 

présence du facteur exponentiel c , cpie celte (piantité tend 

vers zéro avec y. . 

On obtient donc, rexjnession appprochée de I , par l’addition 
des expressions (270) et (280). 

Il s’agit maintenant d’appliipier ce résultat au calcul de 
Il (.i ;/r/) (piand u. est très petit. Les choses se jiassent dillé- 
r(Mnment suivant la [losition du point M ( ci/z) dans l’espace. 

/" Point en dehors du volume (ii(/(,) I î.2(/) + L(/) . — Alors, 

dans l’intervalle t^^^-z^ t , la surface S(t) ne passe jamais au 
point M , il n’y a pas lieu de s’occuper de l’inlégrale .1 , et il 

reste, en utilisant sinpilement rexpression (280) : 


( 281 ) 



n (. 1 -, IJ, z,l) 



1 


-{-h h 

() T 



d '7 -\- 


() 

a .r 


Ce qui peut s’écrire ; 

Il (.r. y, r, /) 


() 9, (-ryr/) 
<) .r 
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i*n posant : 


9, (.r. y, Z, f) ■;> (a-, y, z, l) 


(282) 


' % *o C V 


1 


J Js(-, \ a 


<) ' 


+ /> 


1 


0 Y. 


4- c 


(I 7 


<K 


On a ainsi le {'ronpe de Idrinules : 


(288) 


II 


** ?i 
ù X 


<) 


n 


Yi 

‘'y 


in ~ 




d Z 


valables dans loiit<‘ la réf^ion de l’espace où le corps solide n'a pas 
encore pénétré, on ne peut pénétrer. étant une fonction harino- 

ni<pi(‘, il est (‘lair (pi’on a 

284) A V, - () . 


2" Point ù l'intérieur de LUI) . Dans ce cas, la surface S, (t) 
vient passer en M , une fois parla face avant S, (t) à un instant 
/, , et une seconde fois par la face arriére , à un instant L . 

Dans rintéf^ration par rapport à t r<*(piise |)ar les formules (2(57) il 
n’y a lieu de considérer ,1 (pi’au voisinaf^e immédiat des instants 
/, et /,. en (juestion; dans ce voisinaf^e on aura, poin‘ la distance o 
l’évaluation (‘i()l), dans le premier cas : 

?-i(, ; 


ou. «l'une fa(;on analogue ; 


M. - - 1 * 


dans l(* second cas. 

La distribution corres[)ondante dans n sera donc : 



(*)'i 

/I 


: . (> 1 
\ \ 2 t. {a — c cos n.x'Xvir.u = 


r.o--) 


-h ^ ~ 2 T (a — c cos nxlry-.i. 


‘l (/,! 
n 

rrô 


(/- . 
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Comme on a /„ ■</,<; Ç <; / . puisque M est dans î.i , on 

peut, sans inconvénient, remplacer dans les intégrations t — t par 
t — /, ou / — ; puis, en posant par exemple : 


n/7(T^ ' • 

le premier terme de la somme précédente devient approximativement : 






(n — c' CO s n.x 


-'i ^ 


;M-:c 


c dl , 


c’est-à-dire : 


4- 


u"N/,) 

n * 


(n — c' cos /J.r).,,/r/, , 


L’expression (285) devient donc : 


4 r 4 - 

(a — c' cos /Kr),,i/r/, -f Z7T7 ~ — ~ ‘‘ u.r)..i/:/. . 






La contribution due à l’expression (280) (|ni intervient dans I 
donne maintenant, comme dans le cas précédent ; 


; /„ <> -i’ 


/ <' - 


1 1 ' 

() \ / 

r ) dn . 

^ i) : ' 




viendra donc, dans le cas actuel : 


n (.r, y, r, /) -= 


4r 


n * 


(a — c' cos nx).,-,,zi, 


(286) 


4- 

4 77 ^ (fl — t-' cos nx).r,jzt. H- 






() 


1 


r ) (J-T. 
^ ô ; 


” ' \'’ () ; 0 Y, 


n (x, i), Z, /) 

//> (x, y, Z, /) 
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!i" Point intérieur ù (i(/()) . — Dans ce cas, l’instant /, n’exis- 

tera pas, niais l’instant t^ existera; on aura les inêines formules 
(ju’on vient d’écrire, mais en supprimant le premier terme. 



// (.»•, I/, :,t) — 

V''\t..} 


(u c cos nxlruzl. 


Ÿ- \' ‘'-r- \\ (' 

i) X <).r \K(-. w; -V- 4 ...J 


1> (x IJ : t) 
m {X IJ : t) 


i" t*oint intérieur à i't(t) 
et /., ; 


Même résultat, en échangeant /, 


l’J.SS) 


/i existe, et /., n’exisle pas. On a : 

4- 

// (.)•. 1 /, /) (d c cos nxhii-j, 


" (' / '' Ù’ ( 


1 

— 

/■ 

.r 




/> (.i //r/) 
in {X U : t) 


ô" Point sur lu poroi nrrière , de (i(/) . — L’instant /, 

subsiste, mais rinstant t., coïncide avec t . 

Dans rexpression (280) il n’y a donc plus lieu de considérer 
l’intervalle £ , /.j f i , mais seulement t^ — £ , L , ce qui 

<lonne ; 



(*)2 

(0 

II 


2 - (fl - (•' cos nx).,!jzt 


( 1-0 




d <7 , 


C (2 )*-> 

pour la partie correspondante. Lu posant “ (/ — r) = , 

on est amené encore à l’expression ; 

V'~\t) 
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De sorte (ju’on a encore l’expression (28(>), avec cette particularité 
(jue t . 

6^' Point sur l(i fxiroi auaiil S,{/) dr G (h .L’instant /, existe 
seul, et il coïncide avec t . 

Coinnie dans le cas précédent, on voit (ju’on a encore les l’onnules 
(288), avec ~ i • 


Application au caractère du mouvement 
au voisinage de S|(/) et de S., (/) . 

Considérons à un inéine instant / , un point Mtaz/r) du 
Iront avant S,(/) du corps solide, et ini point voisin 

de M , en avant, dans le Iluide. D’ajirès ('(' (jU(‘ nous v(‘nons de 



voir, les trois coinposanles de la vitesse en M seront Iburnies par 
les l'orinules (2»S<S), avec /, ~ /; elles seront, d’autre part, égales à 
V (t) ,(),(), d’après les conditions aux limites inij)osées. On 
aura donc : 




1 

ô — 

r 


4* 


( 2 « 0 ) 


i 

/ 


Ÿ (ry^l) 

<) r 






d 




]*ar ailloiirs, la vitesse au point M' voisin sera donnée par les 
jorimiles analoj^ues (281), piiis(|ue M' est dans la région non 
encore atteinte par la j)aroi. On a donc en M' : 


f 

I 


Il (x, ij, r', /) 


<' > (-y'. ?/'. 

0 .r' 


i) 



\ u> {x , ij , I) 


On voit donc*, en Taisant tendre le point M' vers le point M , 
(jue l’on a : 

lini U (.r', //', r', /) — U (/) -f — (<i - c' cos nx) ii' 

i^N/) 

/I 

liin V {x\ II', t) - — (h - c' cos nij) n 

n 

, 4- 

lini u> {X , 1/ , : , I) - — -- — (c - (• cos iiz) — in . 

ir\t) 

it 

(avs limites /j(' .s«/j/ do/jc /KJ.S-. en général, é</a/es à l’(/) , 0 , 0 . 
(’ela signifie (jiie, pt)ur le mouvement limite convenant à 0 , le 

lùjnide ne collera pins au cor/)s svw la portion antérieure S, (/) delà 
surface. Mais il ijlissera le long de la paroi, car la vitesse relative du 
li({uide dans le sens de la normale a pour expression : 





4- 


U"\/) 


D cos nx T n cos nij -f- w' cos nz 
{a cos nx + h cos ny + — r') 


c’est-à-dire zéro, puiscjue c représente justement la composante 
normale du vecteur (ahc) . 

Nous retrouvons donc exactement ici le même phénomène 
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limite que nous avions observé dans les exeinj>les plus simples traités 
aux Chapitres X et XI. 

Si nous nous plaçons maintenant, au contraire, à l’arricrv du 
solide, le point M étant sur Sj(/) , et M' en arriére, dans la 

région ü(/) déjà balayée par le corps, nous voyons alors (pie, jiour 
les deux points M et M' , ce sont les tormules (28()) (pi’il 
convient d’employer dans les deux cas ; ponr M , on aura les 
deux instants /, et / correspondant aux deux jnemiers termes 



(les seconds membres ; jiour M' on aura deux instants /', et /'.> 
voisins de ceux-ci. lui faisant h* même calcul (pie ponr la jiaroi 
avant, nous écrirons la condition à la paroi, à savoir (pie la vitesse 
en M est l' (/) ,0.0; juiis la comparaison des forinules 
relativ(‘s aux deux jioints nous montrera (pie, si M' tend vers M' , 
on a : 

lim U (.r, !/', z', I) — l' (/) 
liin n (.r, i/', z', l) — 0 
lim U) (.(•', //', r', /) 0 . 

C’est-à-dire (pie, fxmr la paroi arriére, la coiulilion de eontael reste 
vérifiée, même dans le eas limite où u. devient nnl. 




CHAPITRF XV 


UNE DÉTERMINATION DES FONCTIONS 

a , h , r , {. 


Nous sommes dès mainlenaul en mesure d’écrire les é(juations 
de condition que doivent déterminer les inconnues (i , h , c , ■]> . Nous 
les avons du reste déjà envisagées, ce sont celles (jui expriment que 
la vitesse sur les parois, avant ou arriére ( S, (/) ou Sj (/) ) est 

égale à la vitesse de translation du solide. Nous obtenons ainsi les 
formules suivantes (formules 288 ou 280) dans lesquelles nous 
mettrons en évidence séparément les deux faces S, (t) et Sj (t) 
de la surface S (t) , en désignant par a, , , Cj ; a,> , ho , c^j , les 

déterminations des fonctions (a, h, c) — fonctions du point ;v, C 
sur S (t) — (pii conviennent à l’avant ou à l’arriére. De même c'j 

et c’o sont les les composantes normales des deux vecteurs accen- 
tués. Les équations du problème sont par suite : 


U (/) 


4-n: 


U'i' (/) 




( 292 ) 


CO S n 


t 

ai 

r 

4 - 

ai 

r 

éy, 

à K 

ai 

r 

+ r. 

i) 

()■(, 

éC / 


+ 


<);c 


O = 


47: 


U'i' (/) 


h, — c'f cos nijlx[,zi 


J/o 'Lv cK’s.e) \ é; / 
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•»'/ ( «î-rf- + • • • ) + 


( 2 <) 2 ) 


() ic, — (•', cos /jrl., „:/ 


\' th \ \ ( 

:i.. •'* l 


. . . ) (/a 




V (1) ^ -.: JL^ (a, (■', cos nxhyzt, 

t /I V 

+ T~*>“77T ^ ^ /f-c).ry:/ 

». /I * \l ) 






(•»>;{) 


-;w- ,,'v 7 T ' I 

I /I yf\) 


l'n ■ (/) 


COS //</)..(/:/ — \ </- 

' /„ 


.\'s 


C' d- \\ (...)</-7+ 


I’m ' (/,) 


(C| (•', oos n z).v,iz 


*4 ' ^ ^ * 

<■'., f()s/ir).,,/r/ ”\ \\ (. 

l ;, -■(/) - - 3/., .'.'s,.-. 


' i' ; 


A. 3 3s,«-) 


(...)</': + 


'l'ellos sont los six é(juations dont nous désirons protiler pour 
trouNor un système de solutions pour les l'onetions (n, , />, , c,) 
{(t.> , /', . c.,) attachées aux deux faces du corps solide, et la fonction 
(harnioni(jue) 
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Os c(juali()ns iiécessileiil, pour èlre oniployées, ocrlainos prôcau- 
lions. Ia*s expressions telles (pie : 

. 1 


w ,r 


sont (les (l(“ri\ées de polentii'ls de simple couche; dt* telles (lciiv('‘cs 
comportent, ainsi (prou l'a \ u, des disconlinuilcs au passade à travers 
la surface S, (-) ; (( fortiori les df'rivf'cs de ces expressions com- 

portent aussi des circouslanc(‘s analoffues. Pour les t(M ines v\\ (piestion, 
il sera enl(‘n(lu (pie h's inl(\ü;ral(‘s écrites représenli'ul la valeur limite 

des intégrales \ , dans les(pielles on aura isolé (et lelranché) un 

petit int(‘rvalle de temps, d’amplilude z ou 2z , auloui’ de 
l'inslanl ipii provocjue la difdcidlé, - et dans lesipielles on fera 
tendie z vers zéro. 

Ceci posé, nous allons utiliser le jiiocédé élégant de M. Oseen, 
pour transformer en intégrales de volumes, plus aisément Iransfor- 

mahles, les intégrales \ \ i ( . . (in (pii interviennent ici. 



l’endanl l’intervalle de temps (/„ , /) la surface S, (t) balaie 
tout le \()lume (î (/„) -f- ü (/) . lOt à chaipie instant, (h 1';!''' (t) (h 
ou (h :< V - i~) représente le p(>lil élément de volume do , 
décrit par rélémenl de surface (H jiendanl le temps d~ . Nos 
inlégral(“s vont donc pouvoir s’inimjiréter comme (l(‘s intégrales 
triples, étendues à des volumes évidents. 

Posons : 


( 294 ) 

i 





< 7 ; 


+ (h 


<) 


1 






a 



i- 


- ) 

I V ' 


V 

( ) 


) 


<h 


(h 


et plat’ons-nous tout d’abord sur la face (iiniul du corps. 
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Surface S, (formules 292). — Le poinl M étant alors sur 
S, (/) , nous aurons ici : 





O, 




1 


+ 


+ 



-L 

r _i_ 


ôi — 

r 


i) i (t X 
()i .1 


() ; ô X , 

\ 

Ol 

r 

N 

j (/o. 

Vn"( 


/ 

\ 

Ol 

r 

-4“ * • • 

/ (1 (»)• 


JG(N.. \ (Kl- 


0 ) 


Posons, pour abréf'er récriture : 


(29()) 


\ 


a. 


Ln'" 


+ 


«J 


v,r- 


J !!i. 

^ u„ 


L,." 


O) 


+ 


U,,'" L».'-' ’ 


cl observons (lu’on peut adopter cette délinition dans G (/,,) (où Oj 
/), c, i\’existent pas) en convenant (pie a^ b^ — c, = 0 dans G (/o) . 
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Cette dernière limite existe-t-elle effectivement ? 

Pour nous en assurer, nous devons examiner si la dérivée 


<le l’expression : 
(298) II = 


àx 




' ol rtl .i\ 

f / \ {jt r If ^ \ 

/■ -A-,;-+ ■ -sr' ■' 


où x [i' 'f désignent 


(t. 




U,,'” ’ P;.'" ’ U„" 


- , existe (]uand s 


tend vers zéro, et quand par suite le point M , extérieur à (1 (t — r) , 
vient se placer sur cette sui l'ace. Comme on sait, les dérivées partielles 
des expressions telles (jue : 

.1 


' \ 1 a' P d «) , 


sont discontinues. Mais on a 


.1 


1 t i ' 


«U 


'r 


( i ‘ r > 

Ù ; 


() a' 1 


. . 'i 


■ ; r 


c’est-à-dir(‘ (ra])rès (248) ; 

1 

i 1 1 11 . 

(299) 


d '•> ^ ^ -f- ' ' s /• 


ù; 


ùa' 1 , 

(i O) 


} } J « î r 


la normale /»,- étant vers l’extérieur du volume (i . 

Au second membre de cette formule, le j)otentiel de volume 




1 


reste continu ainsi (pie ses dérivées premières, ainsi (pi’on l’a raj)pelé 

au Cdîai)itre XII, si est supposée existante et contiiaie. En 

opérant ainsi sur chaque j)ortion de II , on voit que l’existence et 
la discontinuité possible des dérivées de H déj)endra uniquement 
de l’intégrale de surface : 


U! 


(800) 


^ K = il y cos ne x -f- ^ cos Ue U + -y cos lie dr; 

c' 1 


II - 

s ^'/I 


dn. 


la dernière valeur résultant de la définition de c . 
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Il donc siinpleinenl d'un polonliel de simple couche. Or, 

nous avons vu à la fin du (diapitre \11, qu’une dérivée oblique à la 
surface existait moyentiant une certaine condition, réalisée d’elle- 
inêine poui' la direction normale, mais pas certainement j)our les 
autres. \<nis dcnoiis (iimc (ulmellre firovisoircment (jiie les coiidilions 
ixndites soicÊd lu'xilisrcs, et nous devrons ensuite spécifier très j)récisé- 
ment la valeur d'une dérivée de K , i*t par suite de H lors(|ue le 
point M sera sur S , puiscpie nous savons (pie les dérivées de K 
(sauf dans les directions tanj^entes à .S ) sont discontinues, la 


discontinuité, jxnir la dérivée 


ou pour , étant ici 

() .r 


é^;ale à : 


I I ' 

1 - f T :V ’ 

t 11 


II' désij^nant ici la normale vers l'intérieur de la surface cpii jiorte la 
couche, e'(“s|-à-dire ven s l’intérieur de la surface S (/) . 

Le point M se ra|)proehanl de S par riwirrinir. la limite (pie 
nous cherchons actuellement, cpiand î tend vers zéro, pour le 
dernier ternu* de la formule (297) e\isl(‘, sous h' bénéfice de l’hypo- 
thèse faite, et elle doit être noté(‘ : 


\\\ ( 


i- Cl — 


U,, ' ■ 


Nous avons donc : 


(;u)2) 


> + 


' ' ' . 4 .. \ . -f 'i 

• ‘ ‘ a H .Kr ' 


... 1 1 
t^- ()- \ 

)(/.., 

f ^ Y ( ^ ^ ) ,1’ 


.tv J J }u(t) yh r î <‘l 


/• d (•> 


M. Osi'cn assujettit alors les fonctions a y aux conditions 
suivantes : 




('l 7. '-i C *' . 

. - -f- -f- P 

(t; ô r iK 


dans tout le volume (î (/„) -}---(/) . ou sont définies comme 

lonctions de Lr, ^ , sur chaipie position successive de S., (t) . 

(POl) 2’ X cos n.c -f- i cos ni/ •• cos /i r = 0 

sur toute la surfac(* cvlindriipie (pii limite ü (c’est-à-dire, pour 
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chaque instant t , sur la courbe de contact du cylindre avec S (t) , 
et sur Sj(/„) )- 

Si les calculs (jui vont suivre perinellent alors de délinir toutes 
les fonctions inconnues, nous obtiendrons ainsi une solution du 
j)rol)lèine j)roj)osé. Hien ne dit (|u’il n’v en ait |)as d'autres, jus(ju’à 
plus ample informé. 

Des conditions imposées à a , , 7 , il résulte tout d’abord 

(ju'on a (f. 244) : 


(.'{Oô) 






\ \ ( / eos nx I H cos n ij 4 - V t'os ') — 

J Js,(/) ‘ ' ' I' 


Si dom* nous j)osons ; 


(;U)()) 


(X, IJ, Z, I) (.r, IJ, :, I) 

\ \ (y. cos II X -)- cos n ij -f cos n r) — ■ 

éévo ■ >' 




.K ''' U,.'" 


9 si'ia, comme y , une fonction barmoni<pie, |)uis([ue les termes 
ajoutés à y sont des potentiels ou des dérivées de j)()lentiels, (d les 
formules (292) relatives à S, (7) s’é(*riront : 


(997) 


(0 --- (^1 - + 4:r 

+9|- 

l> - -p-r (<■, - <■', <■<>» " + -4 


les calculs conduisant aux deux derniéies étant idenli(|ues à ceux 
(|u’on vient de dévelopj)er pour la première*. 

Laissant provisoirement de côté la détermination de 9 , et, 

supposant cette fonction connue, eberebons à tirer des é(|ualions 
(907) les fonctions , />, , c, . Kn notant (jue 


(908) 


c\ COS nx t />,, cos nij c,, cos n r , 


on constate que les éepiations linéaires (907) en o, , />, , c^ ont 

un déterminant nul. Il y a une condition de com[)atibilité à écrire, 
et cette condition est visiblement obtenue en multij)liant les 
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équations resj)ectivenient par cos nx , cos ny , cos nz et ajoutant. 
Il vient ainsi : 

(809) = U (/) cos nx (sur S, (/) ). 

On peut ensuite prendre (par exemple) c, (|iieleon(jue, et tirer o, 
et /), <les é({nations (807); il revient au même de prendre e', 
([ueleompie, et de tirer ensuite o,,/), et e, des mêmes é(|ualions. 
Nous choisirons la solution particulière pour hupielle on a : 

(810) (•', 0. 



Examinons maintenant les é<|uations provenant d(‘ la l’ace arrière 
S. (/) (è(i. 298). 

/'V/cc arrière. - Dans la première è([uation (298), nous avons 
d’abord à transformer l’intégrale : 



(pii représente la valeur limite, pour 3 — 0 , de la somme : 



écrite en isolant l’instant /, où S, (t) passe au point M(.r ;/r) 
de la face arrière Sj (/) . On en conclut, comme plus haut, que 

la valeur limite (quand elle existe) doit être notée : 
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() .1',. 




/>( 





d 0) 



riiulice <* inarc|iianl loiijours ([u’il s’agit 
dérivées (juand on ai)|)r(H‘lie de la surfaee S 


des valeurs limites des 
j)ar l’extérieur. A cause 


de la convention laite concernant a, />, c, , (ju’on a considérés 
comme nuis dans (i (/„) , la première des deux intégrales ;peut être 

étendue au volume (l (/„) -f Li (/) . 

La première lormule (29;t) contient encore l’intégrale : 




(pie nous devons considéier comme la limite, pour z 0 , de 

l’expression : 


(:tU) 




(/'T 


() a* 



I T 

I /I “ 


(->) 


L2' (/) représente le volume ii (/) , diminué du petit espace comiiris 

dans le cylindre entre S. (/ — 0 et So (/) . La limite de l’expres- 

sion ([u’on vient d’é'crire au second nombre de (.{14) (“st donc la limite? 
de la dérivée de l’intégrale : 



V t. V 





() 


/• 


() 



(I (•> 
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quand ou s’approche du point M par l’extérieur du volume Ü (/) . 
Par conséquent, et toujours sous réserve des conditions d’existence 
des dérivées, l’expression (OKI) devra être remplacée par : 


ô 

ù X 



dérivée |)rise vers Vexicrienr de L2 (/) 
S (/) ; nous la noierons donc : 


, c’est-à-dire vers Vintcrieiir de 


() 

ÙXi 




(♦) 


v,r-' 


l’indice c étant comme ci-dessus relalil’ à la surl'ace S (/) . Mais, 

en se re[)orlanl aux calculs développés il y a un inslant à |)ro])os de 
la ronclion II (formule 298) et en y échangeant simplement 
(u, , /)| , c, ) avec (Uj , /j., , ('.> ) nous conslalerons j)ar ces calculs 
mêmes, (jue la discontinuité de la dérivée en (jueslion, quand on 

traverse la surface S (/) au point M , est de - - cos n' x , 


quand on passe de rinlérieur à rexlérieur de S ; n' étant la 
normale à S vers l’intérieur de S , et c"., étant la composante 
normale du vecteur (u.j h., c.,) suivant la normale exiérieure au 
volume (1,) 1.2 (le rinlégrale de volume Iransformée (cl. 299), 
c’est-à-dire suivant la normale ii' intérieure à S . On a préci- 
sément : 




dx 


r 





v„ 


~ cos /I X 


(-) 


Mais comme la normale /i' intérieure à S (/) est justement 
opposée à la noi inale /i em|)loyée jusrju’ici, nous aurons ( "j = - c'j » 
cos /l'x ^ — cos /IX , et nous voyons (|ne l’inlégrale (218) doit être 
remplacée, avec nos notations, par ; 


(81Ô) 


\ 

I 


4- 


i V» 


Tl 'il 


cos II . 1 ' 


é 

ÙXe 





-f ... 


(i M 


U,. 


(2. 


En retenant ([ue c', est nul (éq. 310), et transportant les résultats 
(312 et 3ir>) dans la première formule (293), il vient donc : 
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(310) 


U(0 


a, 


+ 


().V, 


a, 


4 - 

(a. — 

c 4 cos 

v,r^' (0 


1 \ 

a. ^ 

4- ... 


or 

' C,,' 

1 

\ 

\ 


() 

ï + 

... 

(/ (*) 

I T il' 


e J J. '«(O 


(U 


-f 47 : 


. 1 


cos /I .V 


r'» /■» <■» 


().r, 


(L 


<’ J J g(/„)+;!(/) 


<u 




- 4- 

g ) I 


(V 


V 


0 .r 


Au second membre, le troisième et le sixième terme se condensent 
en un seul, qui (ra])rès la définition de x , , y (f. 29(5) (jui, d’après 

des calculs déjà elTectuès (f. 30')) s’écrit : 



<br, 


(y. cos /i,v 4 - fi cos ni/ 4 - y cos n z) 


Introduisant enfin la même fonction harmonique 4 (xzi/l) 
que plus haut, dèfitiie |)ar rè(piatlon (30(5), on voit immédiatement 
que l’ècpiation (31(5) et les deux analogues provenant de (293), 
deviennent les sidvantes : 


(;n7) 


U (/) = 1^. + ±1: 

0 = 4z[i + 4t 

O =7.^ 4?: y 4- 


Ces è(piations nous détermineront x , H , y , sur S (/) en 
fonction de . Les formules de définition de /Sy donneront 

1 t t 

ensuite : 



u.> 


U„ 


(g) 






c., 


Toute la difïiculté se trouve donc maintenant reportée sur la 
fonction '^(xyzt) , dans la([uelle 4 s’est trouvée englobée. Cette 
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fonction doit être telle que les conditions imposées dans le courant 
des calculs soient toutes remplies. Ces conditions sont les suivantes : 
D’abord 9 est une fonction harmoniijue : 


(:n9) 


: 0. 


ensuite, nous avons vu (é(|. 309) (jue, à l’avant du corj)s, nous 
devions avoir : 


(320) 


ir V (/) cos ti.v (sur S, (/) ). 

U II 


làilin, les ronetions (>[^ 7 ) ont été assujetties aux condi- 
tions (303) (301). l\)ur expliciter (303). (|ui doit avoir lieu sur toute 
surlace Sj(/) , ima)finor)s (|u’on ail écrit sous la Idnne / - / (.r, //, r) 
ré(|uation <le S., (/) , les Ibnctions (a [-J ■;) tirées de (317) seront 

les suivantes sui- cba(|ue surface S., (/) : 


y (.c , Il . r) 



V |/(.c. 





^ fl' ')! 

.c 


1 |.r. J/, r, / (.r, //. :)| 

2 - ^ ()// 

1 i'i V |.c, //. r. / (.c. //. r)| 
2 - 0 : 


et la relation (iUl.'t) s’écrira explicitement (avec les notations .i’, ;/, r) : 

A ' ^ 0/ _ é- -T' *W (/ V dl 

^ ô .c .C () Il / 0 fl 0 Z y) t Or (Il .c 

é(|ualion où disparaîtra de lui-même. D’ailleurs, 

.W cW (W 

Sx ’ "ôy ’ ~é~r 

dirigent la normale à la surface / = / (.i', ;/, r) j)our / constant, 
c’est-à-dire la normale à la surface S.> (/) . On a donc : 


0/ (W (W_ _ 

0 .1- 0 1/ Or 

cos /? . 1 - cos n fl cos /» r 


et la condition précédente devient : 


.r 0 ( 


cos n.v -\- 


0 - J 

fl 0 t 


cos II fl -\- 


02 O 

Or 0/ 


cos /I r 


(/U 

(// 


cos n.i*. 
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( 321 ) 


On doit donc avoir la condition : 
d / (> 'y \ d U 


du 


m 


dt 


cos/j.c |surSj(/)|. 


Knlin, la condition (304) revient à 


d /? 


0 aux points de 


séparation, sur clKupie surrace S , entre S, et Sj . Cette 
condition sera, en j^énéral, vériliée d’elle-inènie ccunine cas limite 
de (320) quand sur S, on se rapproche de la li}j;ne de sépaiation en 
(juestion. 

Les conditions (310) (320) (321) déterminent en j'énéral une 
lonction y (x ij z /) , et par suite un mouvement tlu lluide, en 

adjoignant la condition sup[)lémentaire (jue, aux grandes distances, 
la vitesse de licjuide soit nulle, sauf peul-ètre aux endroits où le 
solide S (/) aurait déjà passé dans son mouvement. Nous consta- 
terons ce l’ait j)ar dc's exemi)les concrets. 

O/.v dn nioiuH'iiu’nl jHTiiKineid . — Admelt()ns (ju'un mouvement 
permaniMit, par rapport au solide, ait été obtenu; celn veut dire <(U(‘ 
la vitesse C est devenue constante, et (jue la fonction y (.r, ;/, r, t), 
(*l, par suite, toutes les fonctions o, , />| , c, , (l, , h., , ('.> , — ne 
déj)en(lent de / (pie par l’intcMinédiai re de .r IW ; on a 
0 O (.r — U/, (/ , r) , La région l 2 (/) est alors constituée par le 
volume cylindriipie indéfini à l’ari iere de Sj (/) , car rétablissement 
(lu régime demande un temps tbé()ri(piemenl inlini. La Condition (321) 
se réduit dans ce cas à : 


(320 


d 

d II 




sur S., (/)| 


puis(pie : 


( 1 9 

T/' 


09 
3 .r 


Expression des vitesses et des pressions moyennes 
dans le cas du mouvement permanent. 

Restons dans le cas du mouvement permanent, et eberebons à 
déterminer ( 11 , o, w, p) en cluupie point du liipiide. 

1" Répion exféricnre à il (/) -f- Cl (/) . — Phuams d’abord le 

point M (x, y, z) dans la région (pii n’a pas encore été atteinte j>ar 
le solide S (/) à l’instant t . Nous avons alors d('*jà vu (é(|. 282-283) 



(jiu* Ifs vitesses (n , n , ii>) dépeiHiaienl d’un potentiel que nous 
avons appelé o, ; il est inanireste (pie ce potentiel eoïncide avec 
notre fonction o délinie par car c’est exactement l’intégrale 

(pii tigure dans v, (pii, par diverses transformations, nous a fourni 
l’expression (pii ligure dans v , — la (piantité ■'i> étant commune 
aux deux formules. La seule particularité est (praucune ditliculté 
n’intervient ici pour préciser les dérivées à intervenir dans n, n, lu , 
le point M n’étant pas atteint par S, (t) ni par Sj (t) entre 
et / . làilin, à l’exléi ieur du volume Li (/) -j- (0 , les nombres 

(n, , />, , Ci , (I.,, />j, ('.., 7 , [> , y) n’existent pas, et on doit dans (,‘^)) les 
considérer comme nuis. On a donc dans le cas inésent : 



Kesle à connaître la jnes.sion moyenne p . Pour cela, nous 
nous reporterons à la (lerniér(‘ formule (270) : 



Or, d’après la formule (2«S2) (pii délinit ( 9 ) , il est évident 

(pie le second nombre est égal à : . On a donc dans res|)ace 

aclnellemenl envisagé ; 


r 


V 

(W ■ 


2" liiufioii il {(). Plaçons maintenant, à l’inslant / , le point 

M dans la région arrière il{l) , c’est le seul cas qui nous reste à 
envisager, puisipi’à l’inslanl l il n’y a pas de point de liipiide à 
l’intérieur (i (/) de S (/). 

Les formules ipii détermineront la vitesse (//, i> , in) an point M 
seront alors les formules ( 2 S()). l*ai répétant textuellement dans ce cas, 
les calculs (pii ont été faits à propos des éipiations ( 200 ), et en dési- 
gnant par /| et /., les deux instants où S, (t) ou Sj (t) respec- 
tivement passent en M , il viendra jiar exemple : 


n (.V , Il , : , l) 


4- 


Vn'' (/,) 


(<(|).r;/r/, 


4- 


t-bi * (L) 




'' ÿ _ é 

.C .c 



s ,(0 


(7 COS n X ~\- [î cos II if 4- •; cos n z) il o 
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+ 




c’esl-à-(liro, à cause de la déliniliou d(“ 9 , la j)remière des trois 

i’oniiules ei-dessous ; 


(524) 


Il — 


4- 


O.r ' r, 


i <l I ).i (/r/, 


4:: 


(/,) 

(t 'i 


n 


- + 


(//., - c'., eos /J a- ; 

4- 


+ -rr— 


i)!l 
1 :: 


i/r/, 


in 


r,. (/,) 

<> O 


(/»., eos nijlrir.i, ; 

4z 


<K- ' 'ï!,. ■'(/,) 

4- 




+ —-■■•3—--— ((•.> - eos n 

^ Il ^ V < ; 


('•(jiialions (jui ont exaelemeiil la même forme (jue (51()) — ou 517 - à 
eela près (jue /, el 1., sonl mainlenanl relalifs au |)oinl M . 



lulroduisoiis le j)oiuf M' de coordonnées (x' , 1 / , :) siluê sur 
S.,(t) , à rinlerseelion avec la parallèh* à OX menée j)ar M . 

Les deux inslants (|ui pour M' jouenl le même rôle (pie /| (d L 
pour M , pourront s’écrire /, -f- 0 el i., - ce dernier du 

reste égal à / — en désignant par 0 la durée de la translation 
de M en M' , c’esl-à-diie le nomhia* délini par : 


UO 


/ 

a- 


a\ 


Nous avons obseiNé plus liant, (pie, dans riiyjiotliése du mouve- 
ment })ermanent, les nombres u, , h^ , c, , (/.j , h., , c., ne déjien- 
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(Iraient de t que par rinlerniédiaire de {x — XJ t) 
(324) sont donc de la forme ; 


. Les formules 


n (x , fl , Z, I) 


(32()) 


.»/.”./) -f K, (.V — U /< , ;/ , r ) 
-|- K J (x — U /j , y , z) 


v . . . 


w ~ . 


Appli(]iiant les mêmes formules au [)oint M' , dont la vilesse est 
connue et éf'ale à U, 0, 0, il vient : 

' TT" 'I 

i -j- K J [.(•' — U (/j -f- 0), </, r) 


... 


0 : - (.>•' ... 
r 

L’égalité (32;*)) assure immédiatement que les termes tels (jue 
K|(.r- II/,, J/,:) et K, (.r' - U (/, -|- ^>). .V • " I sont identicjues, et 

par suite nous obtenons dans ii (/) les formules suivantes ; 




/ <\ 'I ^ / é O \ 

/» (.r , y, Z, I) — — ^ ( ) 

U \ <» y /M' 


la notation ^ repré.sentant ce (jue devient -^-^(.r j/r/) 

lors(|u’on y remplace .)• par ral)scisse du point M' placé comme 
on l’a dit, sur S.^ (/) . 

()uand à la pression moyenne /> , elle sera donnée encore par 
la <|ualrième formule (270) (|ui peut s’écrire : 

r, 0 = - f 44 + f 5 ^ + . . . ) 


+ }[[ (n + ... ) </». 

éé.S(/) \ / 



Or, on peut remarquer que l’équation (3(M)) est équivalente à la 
suivante, dont elle provient par les transformations qui ont été déve- 
loppées : 



ou encore de : 



On en conclut donc (ju’on a, comme dans le j)iemier cas ; 



Hksumk kt coNCi-i sioNS. - Dans le cas de la configuration 
permanente, le problème est ramené à lrouv(‘r une fonclion cp , 
régulière à rexlérieure de S (7) et satisfaisant à : 


(/-p 

(/ n 
d 

dn 


A O 0 (partout) 
zrr U cos n x (sur S| ) 

= " (su,- s,) 


( 3 

I 

() .1* 




■P (3 ,p /aux grandes distances, \ 

if i) Z en dehors (le ü (/) /* 


Les vitesses et pressions moyennes sont alors : 



208 



hors (lu cylindre ü (/) , el : 



(huis le cylindre il (I ) . 

On :i ainsi iinr solnlion du prohh'nne (jiie nous nous (‘lions 
|»ro|)os(’‘. 

Mais pinsienrs remaripies doivent t‘lre l'ailes ; loni d'abord, 
rexislenct* d(“s (h'-rivi'es de C(‘iiaines inlc'^rales, (pu* nous avons t‘t(‘ 
ainene à considéri'r, d('‘pen(l connue on l'a ra|)pele, de certaines 
conditions dont nous ne savons pas si elles sont vt‘rilit'*es (r(‘lles- 
iiu'-mes : il randrail h* Nc'iiliei* // /toslcriori dans cluupie cas 
pari icidiei’. 

l'aisnile, les hvpollu'ses faites, notanunenl la condition (liOlt) (*1 la 
condition (.'tlO) ne sont jienl ètrt* pas nec(*ssaires. Il ne parait pas 
|)ron\(‘ (pi’on ne puisse pas d('‘(iuir d'aulies solutions en assujettissant 
les ( Z -1 7 , U, />| C| ) à des conditions dilVi'i enles. (’e cpii semble 
renfoicer C(*lte opinion, c'est la constatation, facile à faire sur les 
Idrinides jj;ronpé(‘s dans le tableau (d.'IO), (pie la surface du cylindre 
il{l) constitiu* une surlace de disconlinuitf* poui' les viless(*s el les 
tourbillons, et ipie cette surface n’est jias simplement nue surface de 
};lissenient. Pent-f'lre, mais c'(*st là une simjile liypotbèse (pi’il vaudrait 
la peint' d'elucider, pourrait-on choisir des conditions remplaçant 
(.'toit) et (ItlO), permettant d’t'viter ces disctjiitinuitt's. Il y a là un 
champ de rt'cbeicbes du plus f»rand inttntM. 

Qu oi (pi'il en soit, nous allons, dans les ('.bapilres ultt'rienrs, 
exposer nn ct'rlain nombre d’exemples concrets, où les calculs 
détaillés ci-dt'ssus peuvt'iit t'ire exjilicitt’s pour la détermination de la 
fonction v t't des éléments (pii en résultent. Nous constaterons en 
passant diverses objections jibysitpies (pii s’ajoutent à ct'Iles (pi’on 
vient de menlionneix Mais ces développements sont, croyons-nous, 
inléix'ssants, car les méthodes employées, ou d’autres très analogues, 
rendront viaisemblahlemenl de grands services dans la recherche de 
la solution générale, si celle-ci se trouve avoir échappé aux é(piations 
précéd(*ntes (loiir les raisons signalées ci-dessus. 



CllAPlTHl-: XM 


CALCUL DE LA PRESSION TOTALE 
DU LIQUIDE SUR LE SOLIDE, 

DANS DEUX CAS PARTICULIERS IMPORTANTS 


Nous avons vu, à la fin du (diapilie |)iûct*denl, (jue le prohlèuie 
aïKjuel M. Oseen était parvenu pour le inouveineni peinianent dans 
le cas limite où la viscosité tendrait vers zéro, j)ouvait être considéré 
comme résolu, si Ton j)arvenait à trouver un potentiel 9 (.i- — U/, ;/, z) 
ne dépendant de / (jue par rinlermédiaire de la combinaison 
(.r — U/) , et satislaisanl aux conditions rappelées dans le tableau 


Nous ferons dans la suite des calculs, abstraction de la variable 
/ , et nous conviendions de nous occuper simplement de la fonction 

9 (x, ij, z) à laquelle se réduit le potentiel ci-dessus pour / - 0 

Celle fonction doit satisfaire aux conditions : 


A 9 - ^ 0 



09 ÔO _ 09 
() .C () // () c 


(dans tout res|)ace) 

(à l’avant S, du solide) 

(à l’arrière S^. du solide) 

0 (à l’intini). 


La première (juestion (jui se pose, est de savoir si ces conditions 
déterminent en’ectivement la fonction 9 . (^ette <|ueslion sera 

élucidée complètement dans le cas particulier où le solide en mouve- 
ment est un cylindre indéfini (|ui se meut dans une direction perpen- 


II 
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diculaire à ses génératrices. Nous constaterons aussi qu’il existe une 
fonction 9 , dans des cas où le solide est de révolntion, et où son 

mouvement se fait parallèlement à l’axe de révolution, mais dans ce 
cas nous ne démontrerons pas de théorème général d’existence. ICt le 
cas d’un solide de forme (juelcon(|ue sera laissé de côté dans ce (jui 
suit. Nous ne pouvons actuellement rien dire sur l’existence d’une 
solution dans le cas général. 

Dans le présent chapitre nous allons examiner (juelles siinj)li(ica- 
tions s’introduisent dans les deux cas particuliers indi<jués: puis, 
supposant la fonction provisoirement connue, nous établirons 
dans ces deux cas les formules <|ui définissent la pression totale du 
li(|ui<le sur le solide baigné. 

La condition sur la paroi arriére va prendre, comme on le verra, 
des formes plus simples j)ermettant d’espérer une détermination 
pratiipie de 9 . 

Cas du cylindre indéfini. Mouvement plan. — Dans le cas du 
cylindre en mouvement dans la direction o.r , normale à la direc- 



tion oz dos génératrices, tout ce <[ui se passe dans les plans r = Cte 
est idenli(|ue d’un i)lan à l’autre, et il sulîit de considérer une tranche 
de liquiile, d'épaisseur unité, et dont la hase soit dans le plan xoij . 
Nous appellerons .ç, et les deux j)orlions, à l’avant et à 

l’arriére de la section droite de notre cylindre dans ce plan. 

Le potentiel 9 que nous cherchons ne dépendra ici que des 
variables .r et ij , et il possédera une fonction harmonique 
associi'v y (.r, 1/) telle (jue la combinaison o ^ i .soit une fonction 
analytique de r -n: .i* -f iy . 

(:W2) /•(:)==:/• (.r -f iy) = ç (.r, y) 4- i '{' (.r, y) 


Le changement de sens de la lettre r employée, n’a évidemment 
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pas (l’inconvénient, puis(jue nous ne nous servons plus de la 
('oordonnéc du même nom. 

Les propriétés bien connues, rappelées au Chapitre I, nous 
donnent les relations : 

- AL -- _ Jli 

à .r i) ij ’ J/ ^ .r ’ 



et c’est une nouvelle l’onction analyticjue de r . Or on sait, é(j. (2), 
(pi entre les dérivées prises suivant deux directions perpendiculaires 
Il et .s- (voir la fujiirc) on a la relation : 

.'/Il - 

(lu (l s ’ 
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Les conditions aux limites seront donc ici : 


A -p (.1-, i)) - 0 




do 


~~ " U cos nx (sur S|) 


() 0 

Inf 


0 (sur .so) 


•' ? 
n 


() O 


0 (à rinnni) 


Calcul de la pression totale du liquide sur l’unité de longueur du 
cylindre. - Nous reviendrons, au Chapitre suivant, sur la déterinina- 
tion du potentiel o détini par (dlir)). Supposant ce potentiel connu, 
et appelant /> la |)ression en ce point de la ])aroi, il est clair (|ue, 
ds étant rélément du contour .v, + .so supposé décrit dans le sens 
trif'ononiélri(pie, la pression totale du li(|uide sur runité de longueur 
(lu cylimlie sera : 

■% t 

(.‘{.'M)) P., \ P cas iix (is , Pi;-- \ P vos n fl (i s , 

i •'* 1 4 •'*« « >'‘1 

ce (ju’on peut évideininent écrire : 

» » 

{'SM) P.» \ pdfl , P(/ — \ pdx , 

à cause des rormules élémentaires ; 

(ddS) d.c — cos /J// . ds , (/// cos n.c . (/.s- . 

vSi alors nous revenons aux formules (dllO), elles nous feront 
connaître l’expression de p , dans le cas où nous admettrons (jn’on 
adopte, pour interpréter les écpiations des Chapitres antérieurs, 
l’hypothèse des mouvements Iciüs. On aura alors ; 



et il n’y aura rien de plus à dire des formules (il.’lT) en général. 

Mais nous savons (pie nous pouvons interjiréter aussi toutes nos 
é(piations (’227) et suivantes, sans changer leur forme, en admettant 
(pi’il s’agisse de mouvements où les toiirhillons sont nèfiUpeahles. Dans 
ce cas, on écrira à la place de (3H9) : 


(d40) 


g ^ : r 


ô .r 
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et la pression p sera liée à 7 par ré(|ualion : 
(•■ui) i> •-= </ - 4 f + "-) • 


(|ui donne ici 


(342) 




-f- i’-) 


Nous allons adopter (‘elt(‘ manière de voir, et calculer dans ce 
cas la pression totale. Cette façon de faire se légitime, a poslvriori, 
par le fait <|ue l’on constate (jue, dans tout le domaine extérieur au 
cylindre, c’est-à-dire à sa section dans le plan xoij, les tourbillons 
sont nuis dans toute la région non comprise dans l’aire <•> (section 
du cylindre de la théorie des (diapitres précédents); et dans o> , 
on vérifie sur les exemj)les (pie les tourbillons sont peu importants, 
sauf sur les bords, c’est-à-dire sur les jiarallèles à o.r (pii enferment 
.s-, et . 

Quoi (pi’il en soit, nous adopterons pour l’instant la valeur (342) 
de P , et nous allons calculer P., et P;/ (é(|, 337). 

Rappelons (pie, d’après les résultats du tableau (330), la vitesse 
(/; , i>) en un jioint de la [laroi sera donnée par : 

() O () O 

f 1 _ - ! U I 1 1» €.► 


(I II , n O , sur .Çj . 


(343) 


de sorte (jue la pression aura les valeurs, distinctes de forme, /;, ou 
sur .s-, ou .Sj : 



la dernière expression de p^ lient compte de ce cpie 
nul sur .Vj . 

On voit donc qu’on aura à intégrer la (piantité /;, 
contour. 


() 9 


est 


sur tout le 



Posons : 


- IL, i 

I 2 ) +(4t ) ]''•■■ • 

Nous allons calculer d’abord la (|uantité : 


r r., 


Posons ; 


«14(>) / ■ : /,r — 1“ i I fl 




(1 9 

ôif 




Il vient aussitôt ; 


r -\- i 


, L C ( -'' y _ ,■ ^Lf = -U' ( -''I , 1 -. . 

^ Js.f.S.V «'.l- ‘'J// 


Or cette dernière intégrale est nulle car la ronclion 


analyti(|ue. comme f , et la rèj'ularilè à l’inlini entraîne (jue cette 

.J .,i,x grandes distances (ce point 


t'onction s’annule comme 


sera du reste vérifié au Chapitre XVIl). Au lieu d’intégrer cette 
toiiclion sur le contour .s, -f s. , on obiendra, la fonction étant 
régulière, le même résultat en intégrant, sur une circonférence de 
centre o et de très grand rayon. D’où immédiatement le résultat 
annoncé. On a donc : 


(a47) 


/.r » r fl Ifi • 


Mais, par ailleurs, on peut écrire, à cause de (aa<S) : 


1 i / é O . é 'v \ (/ 9 I 
' + \ ^ t ~ * é il ) dn ^ ' 


et, par suite, à cause de (335) : 
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D’où enfin : 



Expression de P.i . — llevenanl à P., , nous trouvons donc : 


P, 



V 



dij - 


2 




i) 

ùx 


</// . 


ce qui, en tenant (‘oni[)te de la valeur de /., , se met iininédiateinent 
sous la rorine : 





expression du reste |>ositive, |)uis(|ue s., est déeiit dans le sens des 
// déeroissants. 


Antre expression de P., . 

ment s’écrire : 


La Idi inule précédente peut évidem- 


i y. [( x-/j " îi„ (*' - • 

lorme à hupielle ré((uation antéprécédente conduit tout naturellement. 


Mais, 




étant md sui’ .v,, , on a : 


\ (« 


() O 


() 'v 




Par ailleurs on a : 


car l’élément dilTérentiel est nul sur .v, : il s’y réduit à : 


( 


U CO s nx 


(/o 

(In 


\ 

0 ’ 


c’est-à-dire à zéro, ét}. (535). 
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Donc on aura : 


(.'iôO) 



U 




> ={ 


+ N. 

() 


+ (l! - </,; 


, -- -^o.r , — <i if 

.V'. + s <>•»• 


\ -/ V 

.Sl +•'«■« 


La (iiMnicre inlcgialc ne change pas si l’on inlègre, sur une cir- 
coulerence de cenire o el de très grand rayon, au lieu d’intégrer 
sur le contour rermé s^ f s., . Aux grandes distances, le développe- 

luent de Idrtiu* 


AL 

<l Z 


ù 9 


. V 


4- i'> 


<L'/ 


H- O 


( 4 ). 


d’où, en posant r = r c 


(ar>i ) 


0 y COS 0 -|- S sin 0 

(t .»• /• 

y sin 0 cos 0 


<L'/ 


+ <> (^) • 
+ <>(^) . 


ce (pii permet imiuèdialement de voir <jue l’intégrale (JtâO) a pour 
valeur - 2 r / . Moyennant (pioi ou a la Ibrniule : 


(drrj) 


l», 2 Z C 7 


i' ' i.\„ Ir- (i^yj ■ 


{Expression de 1\/ . — Lu se re|)oiiant à OVM), il vient ; 






avec r,, donné par (<U<S) sous la Ibriue 


é 'V 


.Vs éj/ •' ■ 


,Vn, + v. 'L'/ 


({ y , 


puisipie 
donc : 


r 


0 sur .Sj. Les deux premiers termes de P,/ valent 


V \ ( + ~A~ • 

.Vs,+nA ét/ -v 
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où le coefïicienl de — ; U représente la circulation autour du cy- 
lindre; elle peut être évaluée aisément en utilisant les formules (351), 
et l’on trouve pour cette circulation la (juantité — 2 t: fi . D’où 
linalement : 


(353) 





U-2 



Cas du solide de révolution mobile dans la direction de son axe. — 
Dans ce cas le mouvement permanent obtenu par une translation If 
parallèle à ox , depuis un temps très long, sera un mouvement 
symétri(jue autour de ox , c'est-à-dire (|ue si l’on eiu])loie les 
coordonnées .c , s , 0 (où s et 0 sont les coordonnées polaires 
en projection sur f/ o r)('), tout se passera de la même façon dans 
tous les plans 0 (^te . 



Le potentiel j (x ij z) cherché (corres|)()ndant à / ()) ne dé- 
pendra (jue de .!• et s , et l’écpiation A o =r: () prend la tonne 
bien connue ; 


(354) ’ 

/ 


^ V J 1 i) 'J 

+ “ëÿ' + T "ôi 


-- 0 . 


ou, si l’on veut : 


(■^i) , 

X- (Ks* 



(1) Hien entendu, il d’y a pas à confondre la variable actuelle s , avec l'arc de la 
méridienne. 
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Cas particulier : face arriére plane. — Supposons d’abord que la 
l'ace arrière du corps solide, soit plane; c’est, par conséquent, 
une face circulaire. La condition concernant Sj , 



devient ici : 



— 0 (sur Sj ). 


Or, à cause de (354), celle condilion prendra la forme : 


() 

() s 



(sur S.2 ), 


c’esl-à-dire. 


s 


i) -J 

s 


Cle 


(sur S.> ). 


Mais celle conslanle est nécessaireinenl nulle, sinon, au cenlre 


du disque -~ 


deviendrail inlini, el le j)olenliel ne sérail pas 


réf'ulier; les vilesses /; el //> données par les formules (330) à 
l’inlérieur du cylindre ü seraienl infinies sur son axe o.v (du colé 
négalifde o.v , bien enleiulu). 

On doil donc avoir : 


() .s 


0 (sur Sj ), 


ou encoi e : 

Ÿ " (jle , 


el, le |)olenliel n’élanl défini (ju’à une conslanle près, rien n’empèche 
de prendre 



(3,5,')) 


i = 0 (sur Sj ). 
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Cas général. — En supposant que S est une surface de révo- 
lution d’axe o.v , la condition sur Sj devient, en développant 

(In \à.v J ' 


ô- Z/ 

[^356) r - 's cos n a- -|- -r j — cos n ii 4- 

^ <) .V- é .V <) IJ ' 


Ô X ù 


cos n : ^ 0 (sur S.,). 


Mais ici, la normale n est dans le plan méridien (|iii contient 
le point (.x'ijz) considéré. Dans ce |)lan méridien, où les coordonnées 
rectangulaires sur Sj sont .i’ et s , la tangente à la méridienne, 
dont l’écpiation est .r = .r (.s). , est dirigée par dx et ds , la 
normale n par ds et — dx ; donc en projection sur oxijz , 
la normale est dirigée par ds , — cos 0 . dx , sin 0 . d.r , et l’on a : 


cos n X 


cos n g 
cos 0 


cos n : 
sin 0 


D’autre part, est une fonction seulement de .r et de s , 
et l’on a : 


(é- (x, s) 

ù X ()lj 


g _ é- 'ÿ 
0 .1* () s s (t ,r () s 


cos 0 , 


()a'(tr ().r(t.v 


sin 0 . 


De sorte (jue ré(|ualion (3r)()) devient : 

.'lil __ „ 

() .1*- O.V O.v (I s 

Mais 9 étant liarmoni(|ue vérilie l’équation (301), ce (|ui permet 
d’écrire l’écjuation précédente sous la forme : 

. 1 ü , . = 0 

()s- ' s ()s ^ O.r Os ds ’ 


c’est-à-dire : 




la dérivée étant prise pour la fonction 


() ç 
Ts 


en tant <pie fonction de 
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s sur la surface , x étant alors remplacé par sa valeur sur la 
surface, en fonction (le s . 

On en tire donc . 

-TÏT- = • 

et la valeur de cette c(jnstante est nécessairement nulle, pour les 
mêmes raisons (jue ci-dessus, dans le cas de la face plane à l’arrière. 

La condition sur S., , dans le cas d’une surface de révolution, 

est donc : 


(:ir)7) 


0 (sur Sj ) . 


Calcul de la pression totale sur le solide de révolution. — Nous 
adopterons le même point de vue <jue pour le cas du cylindre, et nous 
interpréterons les forinnU's pour le cas des tourbillons néglij^eables. 
Alors la pression sera donnée par la formule : 

c’est-à-dire : 

1 /'( 4f- - - I ( -rfr ) i ( 4^ )’ 1 ; 


sur S, ; 




Jl IT-J 

‘) *■ 


/'t - t 1 1'- - (4^r )■ I sur s, 


Dans la dernière expression dt* />., nous avons tenu compte de 
la condition (.lôT). 

Dans le plan xds , traçons ,1a méridienne du corps, et soient 
S , et S .J les courbes d’intersection des surfaces S, et Sj cons- 
tituant celui-ci. Soit (/À l’élément d’arc de cette méridienne 
parcourue dans le sens trigonométriijue. 

11 est clair (lue. par raison de symétrie, la pression totale sur S 
est placée suivant o.r , et (ju’elle n’a (ju’une composante, dont la 
valeur est 

P - - ^ 2 r .s- (i À X f) cos nx — ^ 2 - P . s . (/ s , 

* «. 

'intégration étant étendue à toute la demi-méridienne supérieure. 
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On peut donc écrire, en désignant par AB et BC les demi- 
portions de méridiennes indiquées sur la ligure, 



1 ' /* 

— I’ - \ /q i- (Is t \ (ih - /),) .V (/.V . 

^ ^ J MU J lU 


(A*ci posé, formons rinlégrale suivanle : 


J = ^ />, s <ls + c ( .s f ~~ ^ • 

,An(:i)i;FA ‘ J ahckfi a ^ V (iS J 


On constate de suite (pi’elle est égale à : 


ÿ.„. ./ ' T L,„./ [fêj - I 


2 s (l.r 

() .r (t s 


La seconde intégrale qui ligure au dernier membre est mille. Imi 

elTet, si l’on écrit cette expression sons la l’orme-:^ \(i <ls l> de , on 

voit immédiatement que l’on a : 

0 h à a 'f r 9 _ / 0- 9 (r- 9 \^| 

ôs àx ” ô.r |_ (t.s ^ V ^ /I 


et cette dernière (piantité est nulle à cause de l’équation (,‘154). Il en 
résulte donc bien — 9 étant régulière dans le domaine envisagé 

que l’intégrale ci-dessus est nulle, et cjue .1 se réduit à : 




'''r- , 

.S — ^ (Is . 

AII... A .C 


D’autre part 9 étant régulière et nulle à l’inlini, s’y annule 
comme ^ , et ses dérivées premières comme . Si donc nous 

prenons pour DEF une demi-circonférence de très grand rayon, 
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les inlé«rale.s ,le j )']* , \ s4^(4^</.v 

étendues à I) K F donneront des contributions (jui tendront vers 
zéro avec . làn égalant les deux valeurs de J , et négligeant, 
dès maintenant ces contributions, il restera donc : 

r I . r TT I . r é';- / ()c& , \ 

(300) 

C U \ .s ds + ^ U \ x ^ iis . 

' .'aik; <Kr • b, Kl. à.V 


() 9 
Ô X 

-(■ 

() c& 

1 

d X 

{ ■' 

ù 0 

ô.r 

ds . 

J DK F 



(àe (|ui concerne D K I ' disparaît donc. Puis, sur IH> , on a 
é 9 (1 9 

-r-!- — 0 ; et sur A B on i\ —j^ U cos nx , ou bien : 

O s d /I 


-7-^ ds 

é X 


donc ré(juation (300) devient : 


dx = 7 ; LI ds ; 
() s 


{ Pi s ds = P U Ç s ds — c Ç s . U ds — 

Jaik/ ' Jahc àx ■ Jai. é.r 

f (1^)’ ''■' = f f Le* (-^e )' • 

On a par ailleurs : 

jj (,,, - PO ,V ,1s = - I [u^ - (4|:)'].v . 

Ajoutant ces deux dernières équations, il viendra donc, 
d’après (359) : 

(•■IGl) P=-Kç\’Ju-^]%* 

ou si l’on préfère : 

On remarquera combien cette formule est voisine de la formule 
(349), dont la démonstration ne diffère d’ailleurs pas essentiellement 
de celle-ci. 
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En transformant celle expression exactement comme on l’a fait 
plus haut pour la formule (349), on mettra, si l’on veut, le résultat 
sous la forme : 



à cause de la condition (354), la première intégrale au second nombre 
est indépendante du contour, et on pourra la calculer, par exemple, 
sur une circonférence de très grand rayon, ce (|ui ne nécessitera 

l’emploi que du terme de l’ordre de ^ , dans le développement 

éventuel de o 




CHAPITRK XVll 


DÉTERMINATION DU POTENTIEL 
DANS LE CAS DE DEUX DIMENSIONS 


Revenons maintenant à la recherche elVective de la fonction 
Ÿ (-vijz) à laquelle tout a été ramené. Dans le présent Chapitre nous 
allons montrer comment M. Zeilon est parvenu à cette détermination 
dans le cas du mouvement à deux dimensions, cas provenant de la 
translation d’un cylindre perpendiculairement à ses génératrices. 



La (|uestion revient alors (éq. 330) à déterminer un potentiel 
régulier en dehors de s, + .Sj , et tel que : 


(362) 


I 

I 


±L 

(i n 


U cos n.r (surs^); 



(sur s.,) ; 


Ù Cf/ 
<) X 


ù 'J 


<^7 


0 (à l’infini) . 


ir> 
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Mais nous avons vu, d’après l’èqualion que 


() 


sont reepectiveinenl la partie réelle et le coeHieient de i 
(oiu'tion analyli(pie : 



dans la 


CUVA) 


^^1 

(Iz 


Nous sommes doue ramené à la reelierelie d’une (’onetion analy- 
li((ue F ™ A f i B , délinie et réffuliére, en dehors du contour 
.s, I .V., , et (|ui vérifie les conditions 

A cos /M/ \ B cos ii.v U cos n.v (sur.v,); 

A 0 (surs,): 

A B 0 (à l’iidini) . 


CMM ) 


)érons une nouvc'lh' transformation conforme (jui remplace la 
frontière de notre domaine, par une circonférenci* de rayon un, la 
d(*mi-circonférence de droite correspondant à s^ et celle de juauche 



à .s'j . Nous savons alors (jue cela est ])ossil)le en général (cl. 
('hapitre IV). Soit Z = \ i / V . la nouvelle variable complexe 
cori espondant au nouveau plan. Tout revient alors à trouver, dans 
ce plan, une fonction analytitjue régulière au dehors du cerc'e 
l’ - A -f / B , et satisfaisant sur la circonféience (où l’on a / — 
à la relation suivante : 

(iM)!') (1 (0) A (0) -f- B (0) = c (/A , 

où les coellicients a , ù , c ont les valeurs ci-dessous, provenant 
des é(jualions (3()4) à la suite de la transformation conforme 
etVecluée 
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l 


a (0) C'OS II IJ 
b (0) = COS nx 
c (0) — U cos nx 

a ( 0 ) = 1 
b ( 0 ) - 0 
c (0) . 0 


pour 


Y ‘ ' 


|)our 


0 < 


t: 


cil laisaiil varier 0 , par cxianplc de 


TT , :i Z 


'l’on les les 


roiiclioiis (le 0 (jui inlervienneni ici oui, ualurelleiueul, la 
péi iode 2 Z . 

Cqs (loiiiK-es soûl (liscoiiliuues, (‘ar, iiuMiie dans le cas où la 
langenle à la paroi du cylindre vai ii* d’une façon conlinue(y compris 
au jiassaf^e par les ])oinls P, el 1\, de sf'jiaialion des deux régions 
avani (d arrif-re), la fonclion a (0) n’en esl pas moins disconlinue 


pour 0 - -‘y , ou elle passe de la valeur - 1 (à l’avanl) à la 

valeur -f 1 (à l'airière). (!ej)endanl celle eiiconslance n’empèclie 
pas ra[)plicalion d(‘ la mélhode (pie M. Ililherl à donnée pour la léso- 
lulion (1(‘ ré(|uali()n (.‘'(il) (juand ses eoellicienis sonl (‘onlinus. 

Bien enlendu, à la condilion exprimét* par (.'{(M) il faudia 
adjoindre la condilion à l’inlini, c’(‘sl-à-dire : 




F(Z,)=rO 


Z„ élanl le jioini du plan Z (|ui correspond à r — « dans la 
représe nia lion coiddrme. 

(’.ommeiu'ons par rappeler un résu liai (l('*jà démonlré. 

Nous avons vu au (’diapilre II (formule ((>), que l’é(pialion : 


(;5(’)7) 


.1 




1 + Z/ (' 
1 Z' (' 


(!<>’ ('). 


définissait un fonclion analyli(pie régulière à l’inlêriiur du cercle (’. 
( I Z' I 1) , el telle (pie sa jiarlie fût égale, sur (>, (VJ e'') , à 

<l' (0 ) . Kn posant VJ - ~ , nous passerons à l’extérieur du cercle 
C , et la fonclion 


(1) Dans crltp (•(jLialioii, coiniïH* (lîuis 1rs suivantes, nous faisons al)slra(’lion (l<‘ la cons 
tante, ici imaginaire pure, (|u’oii jx ut toujours ajouter à \\ 
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1 Z + 

.V, X=T^""' • 

sera définie à rexlérieur de C , et sa sa partie réelle prendra, sur C , 
la valeur <1*, (0') au point e-''*' 

Changeons 0' en 0 , posons <l» (ô) -= ( — 0) , et décalons de 
'1t. l'inlervalle d’intégration, ce qui est sans importance puis([ue 
<1* (0) admet j)ar «iéfinition la période 2t. ; nous obtenons la 
fond ion : 


(:«)«) 


... (Z) «1» (0) -J— _ . 


qui, définie pour | Z | < 1 , possède une partie réelle égale à <!• (0) 

pour Z e'' . 




Cn multipliant par / il est clair (|ue la fonction : 

'2.^ 1 + Z C-'" 


TT « <"> 


i — Z c-*' 


</0 


est définie pour 1 Z [ • 1 , et (pie sa partie imaginaire est égale à 

/ 0 (0) pour Z - - e''’ . 

Imi appelant v ('^) 4- ' ^ (^0 hi valeur de cette fonction (J (Z) 
pour Z (’" , la jiartie réelle (0) s’obtient en écrivant d’abord : 


I 14-/ 

- 1^ CO - 8 0)1 1 _ Z 


1 4 - Z e-'"' 


dh' 


'2 7; ^0 1 - Z ’ 


puis en faisant tendre le point Z vers . On a ainsi : 

0 — 0 ' 


(,470) Y (0) 


1 l’2. 0 — 0' 


('/est encore, si l’on veut, la valeur /triiicijxtle, au sens de (Laucliy, 
de l’intégrale 

('A*la étant, nous allons commencer par résoudre, non pas le pro- 
blème correpondant .à ré(|uation (304), mais à celte éipiation sans 
second membre, 

(,471) 


a (0) A (0) -|- b (0) H (0) — 0 
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A cet effet, formons, tout d’abord, une fonction analytique régu- 
lière hors de C , et dont la partie imaginaire soit, sur C , égale à 
la quantité (imaginaire pure) : 


/ 0 ( 0 ) 



0 ( 0 ) . />( 0 ) 

a (0) i il) (0) - ^ a (0) 


Nous n’avons (|u’a porter cette valeur de o(0) dans les formules 
(IM>9) et (370) pour avoir la fonction demandée, et sa partie réelle 
Y(0)surC . 

Les fonctions o(0) , (Z) et ';(()) éfanl ainsi choisies, consi- 

dérons la fonction 

(373) r (Z) -- c . 

(k'ite fonction prendra, sur (Z = c''*) , les valeurs suivantes : 

^ /jL±-L!L _ (« + ' />) 

^ Z- \/ a — / h y' (ji -f l)i 


Il en résulle immédialemenl ((ue la fonction / 1' (Z) = A(, -{- i 
salisfail sur C à la relation 


O A„ f h 


0 


c’est-à-dire (pie i V (Z) est une solution poui’ l’éipialion (371). 

('elle .solution n'est, du reste, pas unique ; il est clair, en effet, (pi’on 
en obliendra une inlinilé d’autres, en multipliant celle-ci par une 
fonction II (Z) ayant la propriété d’élre réelle sur toute la circonfé- 
rence C. . wSi cette fonction H (Z) était assujettie à être continue sur 
sur tout le contour C , il est bien connu et évident (pie sa partie 
imaginaire étant toujours nulle sur C , H (Z) se réduirait à une 
constante réelle. Mais cidte conclusion n’est plus valable s’il y a 
quekpie discontinuité; or nous devons nous attendre justement à une 
discontinuité au point Z — — i (pii correspond à P,j . En 
admettant (]ue ce soit le seul point de discontinuité, cette circons- 
tance rend naturelle l’introductiiju de la variable 


(374) 


r 

'9 


Z - i 
Z + i 


l’écpiation qu’on vient d’écrire effectuant la représentation conforme 
de l’aire extérieure à C sur le demi-plan ^ supérieur, la circonfé- 
rence C correspondant à l'axe réel du [ilan ^ . 

On voit alors (|u’il sufiit, dans ce cas, de prendre pour K (j;) 
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une fonction, à coefficients réels, de la combinaison K , pour que la 
fonction de Z 


H (Z) K 


' ('■ -i^) 


soit réelle sur la circonférence C . On choisira K (C) régulière et 
définie dans tout le demi-plan supérieur. 

La fonction / r (Z) x H (Z) , devenue alors 




est donc une fonction correspondant à ré(juation (371). Nous verrons 
un peu plus loin de (juel secours va nous être la fonction arbitraire 
H , ou la fonction K , s’il y a lieu. 

Pour le moiiKuil, envisageons la fonction particulière / I' (Z) , 

définie plus haut, et apj)elons A„ (0) -f- i Lo ses valeurs sur C . 
On a, d’après les calculs antérieurs : 


. h 


<’ . a 


Au ( 0 ) ■ — === , ( 0 ) . 

\ a- 4- /)- \ a~ -f- h- 

('^onslruisons alors une fonction L (Z) régulière hors de (> , 

et dont la partie réelle soit égale, sur , à l’expression 


(370) 7 (0) 


e (0) A,, (0) 


-h e (0) 


h (0) I A,r (0) 4- Hir (0)) 


D’aj)rès la formule (308), on j>eul prendre ]K)ur L(Z) : 


(377) L(Z) 


1 

2x }u y“ 


c (0) c-.'") 1 4- Z e-'' 


(0) 4- /r-! (0) 


1 — Z c-'" 


dO , 


et sur C , L (Z) sera égal à À (0) -f / jjl (0) , avec 

(;!78) (0) = - -4 (X (0-) - X (0)1 Colg -4-^ '/ . 

.£ TT J 0 ^ 

cette dernière équation s’obtenant comme l’équation (370). 

Si nous posons enfin 

(379) F, = r (Z) X L (Z) ^ A, -f i B, , 

nous voyons que cette fonction prend sur C les valeurs : 
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(^0 H" * CO — 


p. (a + i h) 

\/«2 -}- /,2 


(a 4 - * i“) 


e (a 4- I /)) 


(• r 


y a- 4- 




On a donc : 


et, par suile. 


A, (0) 


O c 

(i~ 4“ />“ 


/) y. c : 
\/o- 4- />- 


H, (0) = 


/)C 

(i- 4“ f>~ 


+ 


a fx cv 

Vn- 4* 




(I A| 4" • 


La ronclion F, (Z) délinic par (379), satisfait donc à l’ccpialion, 
avec second membre, (3()4). b^l comme la fonction / I' H , nous 
l’avons vu, vérifie l’ecfiiation sans second membre (371), il en résulte 
([lie la relation 


(380) F (Z) l’i 4- '■ I' H V (Z) ) L (Z) 4- / H (Z) I 


définit une fonction analyti([ue F (Z) réjiondant à la condition 
donnée (264), dés ((ue H (Z) satisfait à la restriidion d’ètre réelle 
sur la circonférence C . 


Détermination de la fonction H (Z) , lorsque le contour .s-, 4 - •'^2 

du solide est régulier en P, et . — Supposons (jue le contour 
.v, 4" ■*>’2 b* section droite du cylindre, soit réf^uliér en F, et 1\, ; 
nous entendons par là ((ue la tangente varie d’une fai'on continue 
(|uand on passe par Pj ou IL en décrivant le contour fermé. 
Nous supposerons également rjiie la tangente varie d’une façon 
continue sur tout le contour .s-, -f . Dans ces conditions, les 
fonctions (0) et c (0) définies par (365) sont continues partout, 
mais elles possèdent un point (et un seul) de discontinuité [)our 


0 ~ (mod. 2 ::). 


Examinons d’un peu près, dans cette bypotbèse, la discontinuité 
correspondante pour la fonction (Z) définie par (369) (372). La 
valeur de 0 (0) peut s’écrire : 


0 (0) 


2 l 


log 


L+illI 
h — a i J 


1 

2 i 


/ Z 4- 2 Z arc 
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Nous choisissons — i -k pour dctcrniination de log ( — 1) , et 

nous prenons pour arc tg la détermination qui, lorsqu’on arrive 

au point P, par l’avant (où arc tg vaut arc tg ^ » tend 

vers ^ . On a ainsi : 

\ 0 (0) - ~ arc tg (sur .s,) , 

^ 5 (0) “ O (sur .Sj) . 

Quand le point Z - [)asse par Z — — / en parcourant C 
dans le sens positif, on a 



¥ +0 


arc tg 


cos mj 
cos /j.r 


ce qui tend vers z , car cos ny devient — 1 , et cos n.v tend 

vers zéro positivement. Donc la discontinuité est égale à 





C’est justement cette discontinuité qu’on rencontre dans la 
fonction log (Z 4* /) , considérée à l’extérieur du cercle (L au 

voisinage de Z / ; on a alors (voir la fiyure) : 

log (Z -f- /■) log r 4- / / , 



, étant l’angle du vecteur r avec la directioii OX . Quand on 
tourne autour du point Z — — i pour passer, sur la circonférence 
C , de la gauche vers la droite de ce point, en restant dans la région 
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extérieure au cercle, l’angle / augmente visiblement de r. . D’autre 
part, lorsque le point Z est sur la circonl’érence, Z — e"' , et l’on 
a élémentairement ; 


r — 




Il résulte de là que, si nous considérons la dilTérence, 


(381) (Z) (•; (Z) - log (Z -h /) . 

cette diflërence pourra être exprimée j)ar une intégrale analogue à 
(369) avec cette seule modification, (ju’il faudra mettre, à la place de 
0 (0) , la combinaison o (6) — y (0) , hKjuelle reste continue pour 

TT 

() — — -.y . Par suite, Cj, (Z) est continue au voisinage du point 
Z, — ~ i . Donc on a pour la partie réelle y (0) de (,' (c'") , 


V ( 0 ) = V, ( 0 ) -(- log 2 


cos 




Y, (0) étant continu pour 0 . On en conclut (|ue 


('•,('0 — ev ' C ’) 


X 2 



s’annule (zéro simple) en ce point, et (jue c- <"> y devient infini (pôle 
simple). 

D’ailleurs ce résultat é*ail en évidence aussi bien sur la formule 
(381) qu’on peut écrire 

e (ô") ^ e X (Z + t) , 


formule (jui montre immédiatement l’existence du zéro simj)le, déjà 
indiqué pour e V'' • 

Si nous revenons maintenant à la détermination de F (Z) par 
la formule (380), on voit que la fonction H (Z) restée arbitraire, ne 
pourra avoir (}u’un seul pôle (simple du reste) à savoir Z -- — i , 
puisque c’est la seule singularité qui puisse disparaître dans la multi- 
plication par r (Z) (' c (((’)) . On devra donc [)ren(fre pour H (Z) 

une fonction, à coeflicients réels, de la (juantité C déjà introduite 
Z i 

(f. 374) > = / - y-- , et une telle fonction, n’ayant dans tout le 

demi-plan C supérieur, aucune singularité, n’ayant qu’un pôle 
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Z - i en laiil <jue fonction de Z , est nécessairement de la 
forme 

n (Z) >,, + ; /., . 

>0 et /| étant deux constantes réelles. 

Il vient donc nnaleinent pour F (Z), en portant dans (380), 

(■M‘2) K (Z) ;i- (Z) 5 1. (■/.) > ; >„ - y, J 


(’elte fonction satisfait aux conditions aux parois, conditions 
inclus(‘s dans (31)4), mais elle doit satisfaire encore à la condition à 
rinfini, c’est-à-dire à (3()(>). Cette condition, où Z,, désigne le point 
(lu plan / (p>i correspond à r r c>o, est écpiivalente à 


(383) 


F ( ^(i) H“ i '(> 


— / 


/^O 


x:+T 


0 . 


l’^le é(juivaul à (Icii.v é(|ualions à coellicients réels, les([uelles 
é(|uations déterminent évidemment et À| , coeflicients restés 
inconnus, |)ar des formules du premier degré. 

La fonction \' {/^) est alors complètement calculée. 

La fonction y («n résulte par rintermédiaire de /' , lacpielle 
est délinie j)ar l'éiination (31)3) : 




</: 



\ 

ù.r ^ li// / ’ 


Le développement de !•' (Z) an voisinage de Z Z,, ne coin- 
portaid pas de terme constant d’après (383), on voit (jue pour r 

inlipi, on aura j)onr un développement de la forme 



On voit donc (jne, dans la régi(3n extérieure à o (région arriére) 
la vitesse (//,/») s’annulera à l’infini comme : c’est ce (jue 

nous avions déjà énoncé à propos des formules (351). 


Application au cylindre circulaire. — Appliciuons la méthode 
décrite ci-dessus, au cas où la section du cylindre est un cercle, dont 
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on peut, évideinnienl, prendre le rayon pour unité. [Dans ce cas, les 
deux plans r et Z coïncideront, et l’on aura, sur l’avant du corps 



a (0) -r-- sin 0 , h (0) ~ cos 0 , c (0) = U cos 0 . 

Formons alors les lonctions ([ , V , L , dont nous avons 
besoin. La l’ormule (372) nous donne d’abord 



( 0 ) 


/ 

2 


lo« 


si 11 0 — / cos 0 
sin 0 ^ / cos 0 


à l’dimnt, 


et ^ (0) () à l’arrière, 


c’est-à-dire, [lour l’avant ; 


(0) 


/ 

T 


lo^f (- c-''*) 



/■ ~ + 2 /■ 0) 


2 


— 0 , 


en choisissant la détermination du logarilbnic, (|ui consei vc la conti- 
nuité de O au point Z - i , — la discontinuité étant jilacée au 
point Z - — i . 

On conclut de là (Ibrinule 3()b) 


(im) 




2 




] -(- r e-''' 
1 — r c-'" 


dO 


Nous avons ensuite besoin de connaître ta partie réelle (0) , 

de (C'') ; celle-ci, nous l’avons vu, est la valeur principale de 

l’intégrale 


i’ +r. 


-h \ 'Aj- 'O ‘'"'S • 


2 
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en nous plaçant dans le cas, le seul intéressant par la suite, où 0 
est compris entre — y et + La valeur principale de 


0 — 0' 

cotg — IJ — d 0' 


étant égale à 


lini,-ü 


~2 * ft'-f-.. 


i . , . '■j 0' I 

+ ^ — 2 log sin — r , — , 


0'- = 

- - 2 log I colg - -J) I , 


il vient 


(i - v) 1 '■«'s (4 - t) I 


OU encore 




11- , . 
Y7 \ r 2 ^ ’ 

* 2 


j - 4 (t - T 


n 'J r, f 

2 . 2 r * 2 




cotg T (/t -f- 


T cotg ~ d- . 


Nous (levons maintenant former À (6) , puis L (r) (f. 376 

et 377). 

Il vient ; 

À (0) ~ U cos 0 (* .('>) (à l’avant), 
et A (0) r=r O (à rarrière). 


Puis 


L(r) 


' 4*- 

V i 2 

2:r ) . 


1 4- r f-''' 

cos 0 jr d 0 

1 — r e-'" 


Dans ces conditions la formule (382) nous fera connaître la 
fonction F (r) (jui résout notre problème. 
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Les nombres réels Ào et À| doivent être choisis de façon que 
F (r) soit nul pour *’ infini, c’est-à-dire qu’il doit en être ainsi 
pour la fonction 


!-(")+ i ^ <1 — ' I 



Cela donne iinmédiateinent la condition ; 


i Xo - À, H- 



c-.(") cos OdO --- 0 


D’où 




0 


et 




^>-.(8) COS do 


La fonction 




(>// ' ■ O.r ’ 

prend donc ici la forme suivante : 




U 

~ — e i’ 


Z TT 


r: 


1 -f r c-'" 

e-:V>) cos 0 JT- d 0 


1 — r c 


- 1(1 


+ - 


- + 


4 *- 


l'-.Vi) cos do 


(| (z) et Y 00 étant les fonctions définies plus haut, par les formules 
(385) et (386). 

Cette équation faisant connaitre partout les dérivées partielles du 
potentiel v , permet de connaitre la vitesse en tout point des deux 
régions, avant ou arrière, dans le plan z . 

Et en utilisant la formule (349), ou la formule (352), on calculera 
la résistance P.r , qui est évidemment ta résistance totale, pour l’unité 
de longueur du cylindre. 

On trouve ainsi P.,. = p U- x 1,314 , et rapporté à l’unité 

d’envergure P.r = p X 0,657 , car dans notre calcul, l’envergure 

ést égale au diamètre du cylimlre, c’est-à-dire à 2. Ce résultat est 
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beaucoii[) plus grand (jue celui qu’indique l’expérience : le rapport du 
résultat théorique au résultat expérimental, est 1,7 environ, si l’on 
utilise des expériences correspondant à un diamètre de 7 cm, 5 et à 
un courant de 20 métres/secoiule environ. 

Détermination de la fonction H (Z) , lorsque la variation de la 

tangente est discontinue en P, et . — Dans tous les cas où, 
lorscpi’on passe par P, ou Pj en décrivant le contour l'ermé 
toujours dans le meme sens, la tangente éprouve une discontinuité 
l)rus(|ue au passage de ces points, les calculs (léveloj)pés antérieu- 
rcincnt ne sont plus valables, et l’on ne peut plus adopter pour ;T(Z) 
l’expression (382). Il est alors naturel de s’imposer comme condition, 
jnopre à déterminer la fonction H (Z) (pii intervient dans (380), la 
condition (pie l<i pression lolole oit iiiu' voleur finie, (^(ùtc condition se 

fî 

Q 2Ç- 


trouve réalisée justement (relle-inéme, dans le cas étudié antérieu- 
rement. On constate (pi’elle suHit à déterminer le jiroblème du choix 
de 11 (Z) . 

Nous supposerons encore pour le moment (jue, en dehors des 
des points P, et Pj , la tang(‘nte au contour varie avec continuité : 
le contour n’a pas de pointes ou de jioints anguleux, en dehois de ces 
deux excejitions. 

Nous allons exposer le calcul, pour plus de simplicité, sur un 
exemple, celui où il s’agit d’une lame plane pei pendiculaire à la 
direction de son mouvement de translation. Nous placerons l’origine 
au milieu du segment P, P.^ intersection de la lame avec le plan 

.roi/ , et nous supposerons o l*, - o P.^ — ^ étant la largeur 

de la lame. 

Kn suivant exactement la méthode générale, nous devons d’abord 
faire correspondre au plan r , coupé le long de P, Pj , la surface 
d’un plan Z coupé jiar le cercle C (| Z ] = 1) 
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Il est évident, et cela résulte aussi sans en’ort du Chapitre IV, 
que la Iransl'ormation demandée est réalisée par ré<|uation 


(:^ 7 ) 


4 (- 4 ). 


pui l'ail correspondre les deux cotés de la lame aux deux demi circon- 
l’érences Z - ^ e'' . 


(-4 


<C pour rayant, 


3 :: 


pour rarriére^ . 


Kn se rej)ortaiit aux roi niiiles (300), on voit ([ii’on a actuellement 


et 


II 


« (0) - 

0 


h (0) 

1 

pour • 0 .ÿ 

e (0) 



a (0) . 

1 


h (0) 

0 

I)Our 

C (0) 

0 


discontinuité 

pour (t , h , c , aux 


/ . 


A cause de (372) on a ici |)our Z (0) ; 



. 1 l 7 '. 

I Z — — — log (— 1) = a l’avant 


/ O = 0 à l’a ni ère , 


c’est-à-dire 


TT 


2 


, ou 0 , à l’avant ou à l’arriéie. 
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La fonction (Z) correspondant à ces valeurs de S est, 
d’après (369), 

I I +Z<-<' 

',1 (Z) 4 \ , 1 — Z (•-'* ’ 

* '2 

c’est-à-dire, après un calcul entièrement élémentaire, 

1 , 1 - I Z 

(, (/) Y - T~Z ~ ’ 


ce (fui d’ailleurs va se trouver vérifié, a posteriori, puisqu’il nous est 
nécessaire maintenant de connaître les valeurs de t‘] (Z) sur la 
circonférence C . Nous écrirons, en iitililisant les notations 
<]u’indiq lient la /ujiire : 


(:m) 


1 — I Z . Z -f- / ,1 r, ^ 

“7 V— I -/ T ~ C 2 — - , 


i - Z 


Z — i 


en |)renanl, par exemple, pour <•), et 


les déterminations 


1 et f --r pour Z — 1 , et en suivant par continuité. Nous 

4 4 


aurons ainsi : 


(■; (Z) ^ i i„6 i + i (I + 


(l)j (*>| 


On voit alors que, pour 


on a 


- cotg 


(i - i) ■ 


et pour 


o<—. 


(|»I 


■i = -colg(| 


Nous vérifions donc, en passant, les valeurs de la [lartie imaginaire, 
et nous constatons que la partie réelle de Cj (c'*’) est 


^ V 1 1 / '^ ® 

1' (®) = 2 \Â~~2 
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La formule (376) donne inaintenanL en vue de la construction de 
la fonction L (Z) , 


A ( 0 ) - ce-: 


u 


V 


/ colg 



(à l’a va ni). 


La fonction L (Z) est telle (|ue sa partie réelle soit, sur C , 
égale à À (0) . Celte fonction résulte de la forniule (377), mais le 


calcul est inutile; car, d’après ce qui précè<le, la fonction 
prend sur les valeurs 



r 




à l’avant 


et 


Vl‘' 


otg 


TC 


à l’arriére 


La fonction L (Z) cpie nous cherchons est donc visiblement : 


L (Z) - / U - 



en conservant pour la détermination de (Z) celle (pii a été 
précisée plus haut. 

La formule (380) nous donne alors : 


F (Z) : r C é;(Z) \iv e + / H (Z)| = / U + i 



H (Z) . 


Remar(pions, du reste, <pie le calcul de L (Z) pouvait être 
évité, en observant (pie F r- / U était une solution évidente du 
problème concernant F ((piand on fait alistraclion des conditions 
à l’infini). 

Quoi (pi’il en soit, il nous faut maintenant définir H (Z) ; c’est 

une fonction (pii doit être régulière dans tout le domaine extérieur à 
C , être réelle sur C , et elle ne peut posséder d’autres points 
singuliers (pie Z — ± i ; elle sera de la forme : 


H (Z) — À„ -F I À, -7. 


Z 


Z -F / 


+ i L, 


Z_-F/ 
Z 7 


+ 


les À étant tous réels, et les termes éventuels non écrits étant des 


puissances de 


Z 4- i 
Z — i 


ou de son inverse. Il vient donc ; 


F (Z) 




Z — / 

z + / 


A., 


Z + i 


^ Z 


+ 



IG 
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Voyons à quoi nous entraîne la condition que la pression totale 
soit finie. Cette j)ression est fournie par la formule (349) 



Or, à rarrière, sur s^ , 



On a donc, sur .Vj 



D’autre part, la relation (387) entre r et Z donne, sur : 

; / . 

y - -:y sin 0 , 


donc 


l\v 


j Xo 4 - X. cotg I _ X, I tg 


6 

T 


Pour les points extrêmes, c’est-à-dire pour 0 
cotg devient inlini comme ^0 - 


c 


cos 0 s’annule dans les deux cas, comme 


)h 




1 + 

cos 0 (/O 


tout d’abord. 

V‘ 

3 t: 

V ■ 

pour 0 - 

/ 

3 "îî \'* , - . 

(o-. 

\ . Mais 

/■ 

0 -- 4 

^ ou comme 
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^0 donc que P., ne pourra être fini que si 

et tous les coeflicients suivants sont nuis. II reste donc : 


(Z) == ,■ l- + y/ 4^ [ ,• >, _ -4^] . 

avec seulement deux coetTicienls inconnus, X„ et À, 

Nous définirons ces deux derniers [coellicienls, en écrivant les 
conditions à l’infini. 

Les vitesses doivent être milles jiour r infini, c’est-à-dire, 
d’après (387) j)Our Z infini. La relafion (388) nous montre qu’alors, 
on a 


1 / Z 

/• Z 


l r. 


on doit donc avoir : 


ir. 

i L + c ‘ (/ /.„ — >.,) — 0 , 


ce (|ui donne immédiatement 


V cos 



U 


= U sin 


Tl 

4 


U 

\/~2 


La formule (jui donne P., (c’est-à-dire la pression totale elle- 
même, car Pf, est évidemment nulle), devient alors : 


P,. == — 


P U / 
8 


:\r. 





1 4 - 



cos 0 f / 0 , 


c’est-à-dire : 


Pu 


/ 

8 



2 


2 


cos 0 




cos 0 (/ 0 


112 / 


(2 + ’^) 


La largeur de la lame étant / , la théorie des sillages four- 

nissait (cf. Chap. VII) pour la résistance rapportée à l’unité de 
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longueur, le nombre & U- ^ ; nous trouvons, par la théorie 

2 _L -J 

actuelle, p U- — ^ , quantité notablement plus grande (coefli- 

cient 1,28, au lieu de 0,44). 



Le cas d’une lame Pj inclinée d’un angle donné t sur o.r , 
se laisse traiter sans dilïiculté, d’une façon tout à fait analogne à celle 
(jui vient d’être développée pour le cas de la laine normale à ox . 

Par ce procédé, ou par celui (ju’oii trouvera dans le Mémoire de 
M. N. Zeilon, on parvient à l’expression suivante pour la fonction 


F 







1 ' = i U 


1 + e-<- 



4- sin 



r 

S 


désignant une variable liée à 


par l’équation 


4 r . 1 — CS 

/>!■: 

/ - ‘ 14 - ^2 • 


Cette transformation est telle que les deux côtés de la plaque 
P^ Pj correspondent aux deux demi-axes sur l’axe réel du plan C , 
la face avant étant représentée sur le demi-axe positif. 



CHAPITHK XVIII 


DÉTERMINATION DU POTENTIEL (p 
DANS LE CAS DE TROIS DIMENSIONS. 

LE DISQUE CIRCULAIRE PLAN, 

EN TRANSLATION PARALLÈLEMENT A SON AXE 


Nous allons maintenant examiner le problème, beaucoup plus 
important, où l’on envisage le cas de trois dimensions. Nous nous 
placerons dans l’hypothèse où le corps solide est de révolution autour 
de O.r (axe parallèle à la translation). Et dans le présent chapitre, 
nous examinerons l’exemple simple mais essentiel, du diaque circulaire 
plan. 



Soit a le rayon du disque. Les conditions aux limites sont ici, 
en plaçant l’origine au centre du disque : 


( 389 ) 


iLü. — L à Vauant du disque (.r = 0) 
c) .r 

0 = 0 à ['arrière (équation 355) 



(390) 
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0 ù l’infini. 


à 9 _ _<)_9 

(Kr ()!/ ~ ()z 

Nous reconnaissons immédiaieinent que la fonction harmonique 
Ux satisfait aux conditions (38‘.)), mais elle ne satisfait pas aux 
conditions (31K)) à l'infini. Nous sommes ainsi amenés à poser : 

•I* ^ 9 — r.r , 

et à rechercher un potentiel «I* tel (|ue : 


(391) ~ Vovunt du disipie 

(392) «I* - 0 à l’arr/é/e 

(393) 'l> IJ.e C -| — + ••• î* l’inlini. 


( r désigne la distance du point M (.r, ;/, r) à l’ongine). 

Pour résoudre ce problème de fonctions harmoniques, il nous 
sera commode de passer en coordonnées toroïdales, la circonférence 
du <lis(|ue jouant le rôle de circonférence de hase dans la définition 
des nouvelles cooidonnées. 

'fout étant symétri(|ue autour de O.r . occupons-nous d’abord 
d’un plan méridien .vos passant par O.i' . Dans ce plan, 
mar(|uons le segment PQ ( | s | qui corresj)ond à l’intersec- 



tion avec le disque; et envisageons la famille des circonférences qui 
passent par P et Q , et la famille orthogonale; leurs équations 
seront respectivement : 


(3t)4) 


.1* s- — a- ~ 2 >. U .V 
.r- -|- s- -f- = 2 a os. 


1 

/ 
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Il est aisé de tirer de là .r et .s en fonction de X et u. 
D’abord on a : 


[J. s — AX a , 


puis en éliminant a* , on trouve une é(|ualion en s , qui se me 
raeilement sous la lorme : 




(1 -h X^) {a - - .v-i X^ (a^ ^ 1 ) r.- 0. 


Kn vue d’éviter la présence des radicaux V 1 + X- et 
il est tout indiciué de faire un ehanf'ement de notations, et 


\'V* - 1 . 

de poser : 



X = - eotg y. 
a eoth fl. 


L’é(iuation (iUXi) donne alors immédiatement : 

<t S/j H 

s - ^ ! . 

iJi fi -i- eos y 


Il sullit évidemment de prendre l’un des signes, j)uis(jiron j)asse 
d’un signe à l’autre en changeant simplement y en r -(- a , ce (pii 
ne modifie pas les formules (.‘197). Nous choisirons le signe -f- , et 

nous écrirons : 


(;} 9 «) 


a S/> fi 

(dl fi -f- cos a 


d’où nous déduirons, par(.‘{9,â). 


(399) 


a si II X 
Ch fi -|- cos y 


En passant dans l’esiiace, et adoptant les coordonnées semi- 
polaires : .r , 5, Y, Y représentant l’angle polaire en projection sur 
y O Z , on voit (pie nous exprimerons ces coordonnées en fonction 
de (a, fi, y) : ces trois derniers paramètres sont les coordonnées 
toroidales. Les surfaces x ~ (2te sont des sphères contenant la 
circonférence du disipie donné ; les surfaces fl = (^te sont des tores 
d’axe O.r ; les surfaces y ~ sont les méridiens passant 

par O.r . Ceci explique aisément le nom donné à ces cordonnées 
spéciales. 
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Comme on a ; 


r- .1-^ -j- .V- , 

les formules (394) nous donnent de suite : 


(400) 





(i- 


2 (I- eos a 
(di H + cos a 


a^. — 


2 gi Ch [1 

(di [1 -f- Cüs y. ’ 




a- 


(3i [1 — cos '/ 
(Lli [i -|- cos / 


Sur ces dernières formules, il est évident que le point à rinüni 
(r ;r= oo) correspond à Ch H + cos / () , c’esl-à-dire à [5 = 0, 
y T. , si Ton suppose y limité entre 0 et 2r. . 

Celte dernière limitation est du reste très naturelle, puisciu’on 



obtient les mêmes points en ajoutant à z un multiple <pielconque 
de 2- .11 est intéressant île constater quelle est la signification 

géométrique du paramètre a . On l’obtient très aisément ainsi ; 
transformons l’espace par inversion à partir du point A , avec la 
puissance 4o* ; le disque circulaire se transforme en le demi-plan 

r, b; , du côté des ; positifs (cf. la ligure); les formules de [)assagc 
sont : 


U 


a 


+ 2 a 


-f ir- -f (r - ay- 
4 ai 
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On en lire, d’après (t394) : 





.r^ — 
a a- 


•S'i 


colg a. 


L’angle x n’est donc autre (jiie l’angle polaire, compté à partir 
de IK , dans le plan de projection • l‘^n faisant varier x 

entre O et 2t. , on aura tous les points de l’espace extérieurs au 

demi-plan y, IK . Dans l’espaee 0.vi/z , la face avant du disque 

correspondra à a - 0 , et la face arrière, à a 2 t. . 


Ceci posé, revenons aux formules (400). La fonction — est, 

comme on sait, une fonction harmoni(|ue. Son expression en coor- 
données loroïdales est : 


r 


] j (di '{i -f- cos y. 
a \ (^h — cos y 


Je dis (jue l’expression : 


(401) 


1 1 Cil [1 -f- cos '/ 

H a V ‘ 


où (•) est une constante quelcoiupie, e.sl aussi une fonction harn}oni(iue. 
(Lela résulte immédialement des formules (J09) el (4(K)), (jui permettent 
d’écrire : 


B a '^ 


, (Ji H eos X cos (•) sin x sin o 


(Ji [i -}- cos y 


a- — / - 


2 


cos (.» — a.v sin 


r- 


1 a^ 

2 


c’est-à-dire : 


H- cos-^ - a Ig y { ir^ { j 

(car on peut supposer l{ se léduisanl à la cons- 

tante a dans le cas excepté). 

R représente ainsi, au facteur constant pi ès cos , la distance 

du point (a yr) au point fixe tg ~ , 0 , 0^ ; est donc 

harmonique. 
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Il en sera donc de même de toute fonction construite par une 
intégration telle que la suivante : 

J {(II) : i S (<») (/(I) 

Je, H 

où (^, représente un chemin d’intégration quelconque, et S (c*) 
une fonction de rargument (o intégrable sur ce chemin. Kl il en 
sera ainsi en particulier pour la fonction : 


(402) 1 ('■« , '■>(() 




('dl H I COS a 

\/ (^h '{‘j - cos ('/ — (•>) 


e * / </<-> 


l’hi changeant <■> en a 4 o. , nous écrirons : 


(103) 1 (a. ...„) 


V (dl 4 cos '/ 


Ç 1 (• ^ i (/(.> 

* '• \ (’h — cos 1 -^ i'~ 


et nous choisirons pour contour ('. correspondant à C, par la 
translation précédente, le double lacet indicpié sur la ligure, et 
entour.'ud les deux points crili(jues <•> f'i 




Kne intégrale telle (|ue (403) est ce qu’on appelle une intégrale de 
Somitu'rfVlii correspondant à l’indice 4. (Cf. Sommer feUi, Proceed. 
London Math. Soc. 28, p. 305-429). L’expression d’une intégrale de 
Sommerfeld en général, comporte l’emploi de la fonction 

I — 
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elle se rattache, comme on sait, aux ronclions de Green pour l’espace 
de Riemann. 

Quoi qu’il en soit, une propriété essentielle de la fonction I (a , (d^) 
est de posséder, par rapport à la variable a , la période St: : ce 
fait est immédiatement en évidence sur la formule (40S). 

Revenons maintenant à la fonction liarmonitpie «l» (pi’il 
s’agissait de déterminer au moyen des conditions (Sî)l) (.'UKI). 

Nous allons voir (pi’elle peut très simplement s’exprimer au moyen 
d’expressions telles que 1 (a, <.)„) . 

Observons tout d’abord (pie la fonction cherchée '1* (.r//r) sera 
évidemment symétriipie autour de O.r ; exprimée en coordonnées 
toroïdales, elle ne fera donc intervenir (pie >. et . On aura : 

(404) 'l'(.r//r) 

Dans ces conditions, on aura : 


(I '!> 


() y. ,r 

» 


(i [-i 

TF ’ 


et la dérivation des formules (.404) nous délinira 
les formules : 


4 y. 

(>.r ^ <).v 


pa r 


X 


(4(15) 


a cotg 7. 


X i as 


1 


a.i- 
sin- 7 


(I H 


() 7 
«) .1 


— =0 


Sb- H () X 


0 . 


Sur la face aimtil du (lis(jue, on a / — 0 , x ^ 0 , donc 


(3 a 
0 .r 


lini 


sin 7 cos 7 1 + (]h H . [i 


.r 


a 


i) X 


0 . 


Donc 

(406) 


(> 4< _ 1 H- Gb 'é 4 F 


(> .r 


a 


(sur la face avant). 


Les conditions (491) et (392) se réduisent donc à : 
/ () F 


(407) 


=: 0 pour 7 = 0 (face avant du discpie) 
F = 0 pour 


7 •=2- (face orr/é/r). 
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La fonction F (a, Jj) va résulter, coinine l’a montré M. Zeilon, 
(le la construction de la fonction suivante, où nous mettons spéciale- 
ment en évidence la variable a : 

(408) (j (a, I (a, o>o) — I (4 T — tz, «.>y) -|- I ( — a, — I (4 'j: -j- a, <••(,). 


Il est manifeste (jue cette fonction G (a, t»,,) satisfait aux condi- 
tions (407); la périodicité, avec la période 8?: , assure en effet la 

seconde de ces deux conditions. Quant à la première, on a : 


(Ki 

(> a 


<> 1 (a, «'»„) , (U (4-7: a, c,,) 

() a a 


è 1 ( — a, (•>(,) 

<) a 


(H (4 r -j- a, (.)„) 


et le second membre s’annule visiblement pour a 0 . 

Un calcul élémentaire elfectné d’après (40.'1) nous conduit à 
l’expression suivante de G : 


(400) 


G (a. O.,,) 


v/ci77 


j- cos a 


H iz 


1 ^ 


sin 


(Il (II, 


(. +- 3! 


_|_ --- 


\/ Ch [1 — cos 

1 \ 


sin 


<•> — (iii, — a 


(/ Cl. 


Nous allons nous préoccuper de l’allure de (i (a, ci„) (juand le 
point (ri/r) s’en va à l’intini, c’est-à-dire, comme nous l’avons 
remar(|ué, pour -/ z 0 . Nous constaterons ainsi, si la 

condition (500) est vérifiée, et nous nous arrangerons pour la vérifier 
par une moditieation convenable elfectuée sur (i . 

La valeur (pie nous adopterons dorénavant pour la constante ci^ , 
laissée jusipi’ici arbitraire, sera «•„ t: . On verra un peu plus loin 
pouripioi nous n’avons pas fait directement < .„ : z dans les éipia- 

tions, sans autre préambide. 

Pour développer plus facilement les calculs, introduisons, à céité 
de (i (z, (.1,,) la fonction (i, (a, < i„) définie par : 


( 410 ) 


^ Cl, («, 

I 


1 


. ,/ \ ('.h [1 — cos 


X 


( sin 


<*» (»> 


— (*) 


■y. - ) 

4 ' 
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l’intégration étant eUectuée sur les deux lacets (|ui constituent C , 
et auxquels on adjoint deux droites I) et D' , d’abcisses 


3 TT 


et — j)ar exemple, ne contenant entre elles ((ue les deux 


2 2 

points criti(jues ±:i[i du radical sous le signe intégral. Dans la 
bande comprise entre D et D' , et coupée par les deux lacets, la 
fonction à intégrer est uniforme, dès (ju’on a choisi une détermination 
pour le radical en un point. Les portions de l’intégrale correspondant 
à D et à D' donnent des contributions finies, mais quand nous 

passerons à la limite, le facteur \/ (^h [i + cos a tendant vers zéro, 
la contribution correspondante deviendra nulle, de sorte (|u’au voisi- 
nage du point (.ri/r) à l’infini, la valeur de (i, sera la même (|ue 
celle de (î . Or, le seul pôle situé dans le domaine concernant (i, , 
j)Our la fonction à intégrer, est le point (-> (->„ — a t: — v. , et le 

résidu correspondant est ; 

4 


V Cil S + cos y. 

La valeur limite de la fonction (1 (y, (•>„) est donc : 


J _ ^ (^ll — f- cos y 

__ 


Y (.«Il “j~ c*os y. 


La fonction (i ne vérifie donc pas ta condition (3t)3). Mais 

.Ui 


calculons sa dérivée 


, (pii satisfait évidemment, comme (i , 


aux conditions (407). Pour cela, il est plus commode de transformer 
légèrement la formule (400) en faisant <-) — (•>„ <•>' , ce qui donne : 


( 411 ) 


(i (a, (.>„) 


\/ Cil [i -f- cos y 


1 


8 iz 


sin 


/ I 

(♦) "P y. 


f 


« <:' V/ Cil [i — COS (<•)' -f- (i)(,) 

1 


sm 


<t) — a 


(/(»' 


et 


è G 


V Ch [i -f- cos a i* 


H i Z 

1 


i |Ch ; 


sin ((O 




Sin 


4 - oi 


+ 


sin 


(D 


[i — cos (ü>' H- <.)„)P^ 
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Car on s’assure immédiatement que, bien les droites D et D' 
soient maintenant soumises à la translation — «)„ , cette circons- 

tance n’introduit dans la dérivée — — — aucun terme complémentaire. 

Uepassanl, après ta dérivation, à la variable <-> , il vient : 

Ci \/ (di ^ r sin <•> 

<'‘"0 ^ 2 (Ch fJ — cos(o):>^ 

sin 



(^esl du reste (pi’on obtiendrait en dérivant directement la formule 
(409), puis en transfoi inant par une inléj»ralion par |)arties. 

Cn raisonnement analogue à celui (ju’on a employé pour C , nous 
montre alors (fue, au voisinage du point à l’intini (a z , [i 0) 
, (Hi 

et pour (.>^) ” , se comportera comme : 


VM^Ii fl + cos a 


H i T, 


I sin y. 

T"(ClT';r4^(7s“^)^ 


2 ir. 


sin y 


2 (Ch [j -f cos y) 


c’est-à-dire, d'après (099), comme 


. 1 - 


De là, résulte (jue la fonction ; 

(412) .|. 

satisfait, (pielle (pie soit la constante À , à toutes les conditions 
imposées. 

C.ette indétermination était à prévoir, elle correspond à celle qui 
est intervenue au C.hapitre XVII à propos de la lame jilane, et elle se 
résoudra par le même moyen : nous allons chercher à satisfaire au 
problème, par une tonclion <t» (pii fournisse pour la pression totale, 
une valeur Unie. Or, cette pression nous est donnée actuellement par 
la formule (dOl) ou (.'KH'); je transcris la première : 


(4ia) 




s ds ; 


x'i représente ici le segment de droite défini par a ^ s ^ — a 
(section de la face arrière du disque, par un plan méridien xos . 

Pour que P soit fini, il laut (jue ^ 7 - ^ ^ soit intégrable, c’est-à- 
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dire (d’après o =-~ «1» + Qu’il en soit de niènie de * sur 

Varrière du dis(jue. 

Par un élégant calcul, M. Zeilon a montré que celle condition 
était réalisée en prenant dans (412) : 


(414) 


a U 
•) ■ 


En formant directement la dérivée 


(Ui 


sur la formule (409), 


et transportant le résultat dans la combinaison : 
(415) 


I .» TT 5 (î , U U 

.|. 2(1 V- h -TT- (i . 

() Z 


on constate de suite ([ue «t* est la somme de la fonction : 
O U 


•t», 


K) / TT 


J i ^ (’ ] 

^ — V H cos a \ — — — — — — — 

^ ‘ é<: V 


cos (.) 


X 


cos 


(») — (») 


(I 4" 


sin" 


O) (»), 


(• 4~ ^ 


■f 


(O OC 


4 


sin 


et (l’une fonction '1'^ obtenue à |)arlir de 'i*, en y changeant le 
signe de a . On met '!•, sous la forme : 


(410) 


a U \/ Eh h 4- cos x 

c|.j L-__ X 


H ir.s/ 2 


\ 


Slll 


+ a 


sjn- 


Ch - cos 


(») 


i) <|. 


en tenant compte de l’égalité <»,, z 

Il nous faut calculer maintenant à l’arrière du disque. 

() .r 

Or, puis(ju’on a ici ar”2z , les formules (405) nous conduiront à 
la même équation (40()) (jue pour / ^ 0 , à savoir : 

é .1. _ 1 -h Ch [i (i <l> 


é X 




ôx ’ 


ce qui, à cause de (400), et en retenant toujours ({u’on a a = 2z , 
nous donne : 



(417) 


0 •!> 
<>.r 
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2 a <>‘l» 2 a <)‘l» 


a- — <) a a^ — s- <) y. 


Tout revient doue au ealcul de , c’est-à-dire de pour 

<) a <> a 


« 2t. . Le facteur ^ * donne en dérivant un sin a 

<{ui ré<iuit à zéro la contribution correspondante, et il vient par un 
calcul élémentaire : 


aV 


(Il r (i 

TT 7^ V 1 -f (^li \ 7/ — 
1/:tV2 é<: </<•• 


/ à «1» 



V « 

A^2r 


f <1 ( 

^ (O 

COS — 

4 

\ 

\ 

}r </<.. \ 

• J ^ 4” 
sin- ] 

- ! 


Le contour ('. comprend deux lacets, (^, et (Lj ; on j)asse de 
l’un à l’autre en changeant en — m , de telle sorte (|ue : 


cos 






sin* JL±J1 j 


COS 


sin- 


7t 


V' Ch S cos 


On a donc 


V| < 


( 4 ± ) vTT^ ' 

V il a /,-j- 4 I- V 2 


COS 


(O 


CO S 


(♦) 


\ 


■ a "f- <•' 
sin- !; — 


-f 


sin- 


\ (2h [1 — cos a 


La parenthèse sous le signe — — vaut : 

(/ Ci> 


4 cos 


4 cos 


sin- 


4 “ “ 


cos^ 


CO 

~2 
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donc il vient : 


(a.. 


«U 


/■- V 2 


\/ 1 -}- Ch fj X 


\„ 1 - i 


. <•) M • O) 

sin — cos — sin — 
^ _l_ 4 2 

. < I \ 4 J (O (O 

‘ \ cos- — cos> — 

\ 4 2 


(i> 


y/ Ch — cos Cl 


et enfin, en remplaçant, dans la parenthèse, 


(O . (f> 

os - S.ll -- 


pnr la (|uantité égale : 


. <o . (♦) • (•) 

sin — f sin -- cos — , 
4 4 2 


il vient : 


( 4 f). 


a U 


I- \/2 


V 1 + (>li 


It i, 


. (*) 

Sin — 
4 


cos^ 


2 


s/ Ch ? 


CCS O) 


V. 


sin 


* ' ' i«os'‘ ^ \/ ^1' 
2 


1 


Ce résultat s’exprime très facilement au moyen d’intéffrales cHipticjues, 
en faisant le chanf»ement de variable : 


cos - --- 0, 


Posant en outre ; 


K2 


2 


1 4- Ch > 


ce qui, d’après (4(X)) est équivalent, à l’arrière de la plaque, à 
l’égalité : 




a- — a- — s- 


«- 


ai 


17 



il vient : 



2aV 
ir. 4 


ijH 

' ± 02 y/ 1 + 0 \/l<- — 1 



K 


i d 0 

c:' V 1 4- 0 \/ K* 02 — 1 


» 


ou on (in, en posant : 


KO 




t — - 

i i) ÿ ) 


.'■> V -(1 - -4(1 -1- Kr) 


+ 4(‘-^ 
> V - 


K^'/^ t '‘ dr 


(1 - t 2)(1 + K 




On est ainsi ramoné au oaloul (l(‘ doux intégrales simples. Le résultat 
est (le la Idrmo : 



O, 


4 a., 


et «J restant linis pour K () , c'est-à-dire lorscpie l’on se 

[)laoe au bord do la phupie (x a) ; on doit ensuite transporter 
cette valeur dans la formule (417), hupielle, d’après la valeur de K2 , 
prend ici la forme : 

/ é <!• \ 2 / tV'|> \ 

V ’^ / arr. «1^2" \ T7 ’ 

c’est-à-dire ; 



-f- fij K 



On aperçoit donc bien (lue devient infini sur le bord de la 

d .r 

, 1 

phupie, (.s- -- a) , comme — " r ; son carré reste donc inté- 

V o- — s* 

grable, et il est clair que l’application de la formule (413) donnera 
pour la pression totale P une valeur finie. 



259 


L’expression (415) de «l» résout donc coinplèlemenl le problème 
posé. Elle fait connaître au moyen de formules générales (350), dans 
les({uelles ï,=;<I)4-U.r , la distribution des vitesses dans tout 

l’espace, et elle permet, au moyen des formules (361) ou (361') de 
calculer explicitement la pression totale P . Il n’y a [)lus, dans ce 
dei nier calcul, (jue des dinicultés purement matérielles, pour le détail 
des(iuelles nous renverrons au beau Mémoire de M. Zeilon. Le résultat 
nuinéri(|ue de ce calcul est : 

P 1,179 , 


nombre beaucoup trop considérable (le coelïicient de M. Eill'el 
est 0.5()). 

Une méthode tout à lait semblable à celle (ju’on a utilisée pour le 
discjue circulaiie, j)eiil éire utilisée avec le même succès, comme 
M. Zeilon l’a montré, pour le cas d’un solide liémis})héii(pie, dont la 
surface extérieure comporte une face circulaire plane, j)Iacée soit à 
l’avant, soit à l’arrièie, perpendiculairement à la direction O.f de 
la translalion. Nous allons le voir lapidemenl ])our l’hémisphère 
dont la surface plane est à l’arrière. 


Hémisphère, face plane à l’arriére. 

Le rayon étant a , et /• , 0, !/ étant les coordonnées polaires, 
et .V le layon vecleui en projection sur ijoz , tout revient comme 
on sait, à la recherche d’une fonction ^ harmonique, vériliant les 
conditions : 


(418) 



U cos y. 



l’avant, 


c’est-à-dire poui- 


/■ « , 


ü £::: 0 



) 


() 



0 


I 

I 

\ 


l’airière, c’est-à-dire pour 0 


(t 


î) 


et vérifiant en outre les conditions à l’infini (vitesses nulles). 

() 'Zf 


Ces équations (418) ne font intervenir que 


() r 


sur la frontière ; 
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il est alors naturel d'utiliser la remarque suivante : si f est une 
fonction harmonique, il en est de même de la fonction : 



En elTcl, IVciuation de Laplace en coordonnées polaires, est, comme 
il est bien connu : 


( 420 ) 


c) 

à r 




, 1 i) / . ^ à z>\ 

J J ^ — / sin 6 — i- I 

sin 0 ù 0 V é 0 / 


+ J- i'JL) = o 

sinO d V é .!/ / 


elle peut évidemment s’écrire : 

r . + 'i, + 


_J à_ 0 -îil W — ! — ( ^ 

sin 0 éO y '*'*' ,>0 J sin 0 éÿ \ sin 0 é-{// 


0 . 


En dérivant par rapport à r , puis multipliant par r , nous 
obtenons justement l’équation ( 420 ) dans laquelle 9 est remplacée 
par 9, . 9, est donc harmonique en même temps que 9 . 

Les é(]uations ( 418 ) prouvent que ce potentiel doit prendre les 
valeurs : 

9, - (i U cos 6 (à l’avant) 

9, — 0 (à l’arriére) 


sur la surface de l’hémisphère. Nous sommes ainsi ramenés à un 
problème de Dirichlet extérieur. 

11 est clair que nous connaissons un potentiel simple correspon- 
dant à ces données; à savoir la fonction : 
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( 421 ) 




U a^.v 

~w~ 


U a"‘ cos 6 


mais cette fonction est infinie pour r 0 . Nous chercherons donc 
à former un potentiel : 

(422) = 'f , — 90 , 


qui soit nul sur toute la surface, et qui devienne infini à l’origine, 

LJ (i^ cc 

comme — — . Or, on peut former facilement cette fonction de 

Green, en utilisant les coordonnées toroïdales et les intégrales de 
Sommerfeld. Le cercle arrière de l’hémisphère servant ici de cercle 
de base aux coordonnées toroïdales, les formules à utiliser seront 
encore les formules (398) (399) et (400). La transformation par 
inversion employée plus haut fera correspondre à la face arrière de 
l’hémisphère, le demi-plan ViBC , et à la surface sphérique, le demi- 
plan T, B; ; la dièdre de ces deux demi-plans correspondra à 
Vintèrieur de l’hémisphère, de sorte que Vc.vtcriciir correspondra à 
l’espace compris entre ces deux demi-plans, du côté où l’ouverture le 

3-: 

long de O V, est égale à -1^ . Kn se rappelant la signification 

4M 

géométrique de l’angle a , nous voyons qu’on pourra j)rendre 

M - 

É\ I - r ' !♦ • ' 1 I 1 


0 j)our la face plane à l’arriére, et alors a 


pour la 


on a bien .r '> 0 et r- a* 


face convexe à l’avant : on vérifie bien <jiie .r — 0 pour « = 0 

3- 

(éq. 399) et que, pour 7 .-- — -1^ on a bien .r >» 0 et r-~- a^ 
(éq. 4(K)). 

Les formules (399) et (400) montrent de suite (|ue l’origine corres- 
pond à a — 0 [i — 0 , et qu’au voisinage de ces valeurs on a 

approximativement : 


^ sin X -f . . . 


/' - - -~r y/ Ch [1 — cos a -f . . . 

v/2 


On a vu d’autre part (éq. 401) que la fonction : 

a / Ch [i -f cos a 

B V Ch [î — cos (a — (•>(,) 

était harmonique; il en est donc de même de sa dérivée par rapport à 
(-»o , saA’oir : 

à / a \ 1 " ■ — ; sin (7 — oj„) 

è o,„ V R / ' ■ 2 V Ch fi -f cos X 
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Pour o)„ 0 , et lorsque a et p sont voisins de zéro, ce poten- 

tiel particulier se comporte comme : 


1^2 




Au facteur — 2rtU près, sa singularité à l’origine est donc exac- 
tement celle que nous désirons donner .à la fonction • 

Cela étant, nous allons former Oa en utilisant une fonction 
analogue à 1 (a, (o,,) [fournie par la formule (403)] et construite de 


la même façon au moyen de 


Mais comme ici l’intervalle de 


variation de a est de -1—^ au lieu de , il est fort naturel 

d’utiliser une intégrale de Sommerfeld correspondant à l’indice 3 
au lieu de l’indice 4. Nous sommes amenés ainsi à introduire la 
fonction : 


H (oc. 


2(1 U (ili [i + cos 7. 


V' Ch f 


e id ( 


i — COS (•) i rr Trt ’o- 
(> •* 


C représentera cette fois un contour (|ui sera précisé plus loin. 

11 est manifeste que H (7, — x) , en tant (jue fonction de x . , 

possède la j)ériode Ott . Formons la combinaison : 


[H (a, 


a) -f H («, (.),) -f 3-:: — a) — H (a, + x) 


H (a, <•>„ 4- 3 .V 4- a)],.,y — 0 » 


dans hupielle on fera to,, — :0 après la dérivation. 

Une telle fonction est nulle pour a = 0 , de toute évidence, et 

3 -r 

aussi pour a =::r , à cause de l’existence de la période Gr .Et 

ce qu’on a dit il v a un instant au sujet de , fait bien 

0 0)0 \ U / 
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prévoir que la singularité à l’origine sera précisément celle qu’on 
désirait. Un calcul élémentaire met l’expression précédente sous la 
forme : 

'h ^ V 4' f os ^ X 



(I) — (i)() — oc. 

3 


cotg 


(O (f)^| Ci 

_ 



(I 0) 

V (]ll + COS (O 


On peut faire de suite — 0 , à condition de remplacer la déri- 

vation par rapport à <->„ par une dérivation relative à (» , et de 
changer en même temps de signe. Il vient ainsi : 


4 U U 


\/ (di H P cos y. sin 


2 a 
3 


\ 


sin 


2<.. 

"T 


(/ <>> 


V (di [i — cos (.) 


( 


COS 


2 O) 

Tr* 



ou bien, en posant : 


cos 


3 


A , 


et après (piehjues réductions faciles : 


2uU 


V 4 COS a Sin -y- X 

Ç Àdx 

y (^À- — cos-^ \/ Ch [i — 4 );< + 3 À 


Comme contour C nous adopterons le lacet (jui entoure le point 
Ch pour aller à l’inlini. On vérifie alors, comme pour le cas du 

O 

disque, que la fonction oj ainsi définie, satisfait effectivement à 
toutes les conditions requises, y compris les conditions à l’infini. Un 
calcul subséquent, tiré de la formule : 


ô r 


U cos 0 


4 
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(qui se déduit de (419), (421), (422)), permettra ensuite de calculer 
partout les vitesses et la valeur de la presse totale P . M. Zeilon 
trouve ainsi pour la pression totale sur l’hémisphère : 

P - 0,6 . , 

valeur encore beaucoup trop grande, la valeur du coellicient de 
M. KilTel est 0,29 environ. Mais nous savons pourquoi il ne faut pas 
nous attendre à rejoindre de près l’expérience, dans l’état actuel de la 
théorie exposée. 

M. Zeilon est encore parvenu à expliciter la solution du problème 
dans le cas d’un solide hémisphérique qui se présente la face plane 
en avant. Nous exposerons la solution en question dans le Chapitre 
suivant, après avoir donné (|uel([ues indications indispensables sur 
les propriétés utiles des fonctions de Legendre. 



CHAIMTHH XIX 


DIGRESSION SUR LES FONCTIONS DE LEGENDRE 
APPLICATION AU MOUVEMENT DE L’HÉMISPHÈRE» 
DONT LA FACE PLANE EST EN AVANT 


Nous uliuiis rapideiiuMil dénionlrer (|uel(|ues résultals, du resle 
classiques, concernant les l’onclions de Legendre, dont les propriétés 
essentielles se rattaelient à celles des Idnetions l)arinoni(]ues. 

Si l’on écrit l’écpiation de Laplace en coordonnées polaires 
r, 0, ■]> nous avons déjà rappelé (é(|. 420) (jue cette équation prenait 
la tonne ; 


(42;i) .si 11 (V- A!î ) + 0 ±Ü') + . . 0, 

^ ^ ()r \ ()r V <)0 V ()0 7^ () l> V sin 0 a / 


Parmi les solutions de cette écpiation, celles qui sont homogènes 
en r , c’est-à-dire (pii peuvent s’écrire ; 

(424) F. /"S„(0, ^), 


sont des harmoniques sphériques : Sn est une fonction sphérique, ou 
fonction de Laplace, d’ordre n ; elle satisfait à l’écpiation : 


1 


sin 0 


d 

d() 




1 


sin - 0 


<)^S„ 

dV- 


-l- “f" 1 ) - d. 


Cette équation restant invariable par l'échange de n en — n — ^ 1 , 
on voit (pie toute fonction sphériipie d’ordre n est en même tenqis 
une fonction sphéri(jue d’ordre — (/i -f- 1). 

Parmi les fonctions sphériques, celles (}ui ne dépendent pas 
de ■\> , satisfont à la relation suivante, dans laquelle on a posé : 


a 

i 


(426) 


cosO ; 
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~ + *) S" = « . 

OU en développant : 

(1 — a2) S"„ — 2 y. S'„ + /i (/I -f- 1) S„ 0. 

Tenions rinlégration de celte équation difTérentielle au moyen 
(rune série entière. Un calcul élémentaire montre qu’on a la solution 
(valable pour I !^- K 1) . 

« (n -h 1) ^ , (n — 2) n (n + 1) (n -)- d) , 

1.2 • ■ 1 . 2 . a . 4 

(/> l)(/id-2) (/J - ;t)(;j - - l)(/j -f 2)(/i H-4) 

' '■ “ 7)! 





où A et B sont deux constantes arbitraires, et où la loi des 
coenicients apparaît avec évidence. Ce résultat s’exprime facilement 
au moyen de la série byper{4éoniélri(|ue, mais nous n’aurons pas 
l)esoin de l’utiliser sous celte forme condensée. 

Supposons pronisoirenicnt ii entiei’ j)Osilif. Il est alors évident 
(|ue, si // est pair, le coelïicient de A se réduira à un polynôme 
de degré /» ; tandis (jue si n est impair, e’esl le coelïicient de B 

(|ui se réduira à uu tel |)olynonie. ICn ordonnant ces polynômes par 
rapport aux puissances décroissantes, et inlioduisanl un facteur 
convenable, on constate ((u’on peut bair donner, (pielle (pie soit la 
parité de /» , la même exjnession : 


(42.S) ^ 

I 


1 . d . ü . -- (2/1 — 1) 


//! 


a' 


2 (2/1 — 1) ‘ 


Il -2 


Il (Il — 1 ) (// -— 2) (// ~ ,4) 


2 . 4 . ( 2/1 — 1 ) ( 2/1 — d) ' 


fj- 


n-\ 


] 


7» (y) est le polynôme de Leyemire du degré n . Le coetlicient de 
y" a été choisi, comme on le constatera ultérieurement, en vue 
d’assurer l’égalité in (1) 1 , (pd sera démontrée en passant. 

Un calcul élémentaire prouve (pi’on a pour ce polynôme : 


(429) 


4)1 (y) 


1 


2» . /I ! (/ a" 


({n 

/ 4 


1 )» 


Au reste, il est immédiat de constater que l’expression (42t)) vérifie 
l’équation ditTérentielle (427); la comparaison des termes en y” dans 
les deux formules (428) et (429) assure l’identité. 
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La formule de Cauchy (Ch. I) nous permet mainlenant d’écrire : 


D" 


1 

2/t: 


r (r- — !)'• 

3 .. 


(it . 


C désignant un contour fermé entourant une fois le point / a 
dans le plan de la variable t . r/éc|uation précédente nous donne 
par suite : 


(480) 


'^n (y ) 


1 


2''+» i- 


r (/“•=- D» 

(/-. a)» + i 


(II. 


Il tombe sous le sens, (|ue, par construction même, cette dernière 
expression satisfait donc à ré(|iiation difl'érenlielle (427). Il va être 



très important d’avoir constaté ce fait sous la forme suivante. 
On a, par un calcul élémentaire, en utilisant l’exjiression (480) de 
: 

(1 — [X-) 'i"n — - *2 y. 'J! ;i "T II {il + 1) '.Xn 


/J 4- 1 f 

(1 

(/■' - 


2''+>i- )<, 

(Il 

(l - 

yy,+2 


L’é(juation dilTérentielle est donc satisfaite, parce (jiie la fonction 

(r- — ])»+i 

(/ - a )''+2 


reprend la même valeur (|uand on décrit un contour fermé autour 
du point l ~ y. . 


Fonctions de Legendre, de première espèce. 

Ce calcul même, nous pouvons maintenant rinteipréter dans le 
cas où II n'est plus un nombre entier. Il est actuellement manifeste 
qu’une fonction définie par l’intégrale (480) sera une solution de 
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l'équation (lifférentielle (427) dès que le contour C aura été choisi 
de telle sorte, que la fonction 


(/i _ i)«+i 

(/ _ y)n+2 

revienne à sa valeur initiale quand on aura décrit complètement ce 
contour fermé. Or, il sulTit pour cela de choisir, par exemple, le 
contour C enlourant les points / — 1 et / - ^ , une fois, mais 

n'entourant pas le point / = — 1 . Pour interdire toute rotation 

complète autour du point / = — 1 , on tracera la coupure — 1 — « 
le long de l’axe réel du plan / , et l’on choisira un contour C tel 

que celui ({u’indique la figure; et pour éviter toute ambiguïté quant 
aux «léterminations des fonctions (multiformes) employées, on con- 
viendra de prendre, pour / réel et supérieur à 1 , arg (/ zb 1) = 0 , 
et I arg (7 — a) | < :: , 



On a|>pelle fonction (te Leijendrc de première espèce, la fonction 
définie par ré((uation (430) et ainsi précisée. 

Supposons que la partie réelle de a soit positive; on peut alors 
prendre pour contour C la circonférence C, de centre a , et 
de rayon | a- — 1 | > - ; il est en effet facile de vérifier qu’on a la 
double inégalité : 

! a - 1 M < 1 - 1 I < I :x -h 1 1 - . 

et par suite la circonférence (^, contient les points u. et 1 à son 
intérieur, et laisse le point — 1 à son extérieur. Le long de C, 
on pourra poser : 

/ = « -f (a^- l)i2e'> , 

et faire varier ^ par exemple entre — t et -f r ; on aura 
d’abord : 
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i" - 1 — 1 + (.■"- — ei-r] [jx + 1 4- ([x'i — 1)’ 2 ei-r] 

/ — a “ (a* — (“4 

:r^((.u — l)'*i + (u + l)l2<..-.j|(u - 1)12 -j- (a + 1)V2,.-Ù| , 

c’est-à-dire : 

(431) = 2 |a + 

/ ti. 

i 

El par suite, en portant dans (4d()), 

OU encore : 

(4a2) X",, (y.) 1 V [y. -f (y^ - 1)» 2 cos '^1» U ,. 

Jo 

C’est la formule de Laplaee. Il convient d’y préciser la détermination 
de la l’onction ([ui y figure, [..a formule (4,‘U), jointe aux hypothèses 
faites un [)eu plus haut, montre (pi’il faudra choisir la délermihation 
de y 4- (y- — 1)>2 cos .f- , dont rargumenl est en module moindre 

(|ue 7: lorsque le point t est situé sur l’axe réel, à droite du 
point t =z \ . 

Remahquk. — Supposons ({u’au lieu des déterminations choisies 
pour les arguments de (t i), (/ — 1) et (/ — y) pour t réel et 
plus grand que 1, on ail préféré prendre dans les mêmes conditions : 

arg (/ 4- 1) = 0 , arg (/ — 1) ^ - 2 tt , | arg (/ — y) | < - , 

la formule (4;i0) montre (pie la fonction désignée par 'In (y) aurait 
été multipliée par é-'*'' ; en outre, cela aurait cluiiujè le signe de 

l’expression (y^ — l)i 2 . En même temps, la formule (431) i)rouve 

que la détermination de y -{- (yS — l)i 2cos9 , lorsque / est sur 
l’axe réel à droite du point / = 1 , devrait cire prise entre z et 

3:: . La formule (432) s’écrirait donc, en conservant à In (y) et à 

(y- — 1)X'2 la même signification que dans les paragraphes antérieurs : 

In (y) c2'"’= J- C [./ _ (oli — 1)1/2 cos 'f]" 

JO ■ 

Mais si nous convenons maintenant de prendre pour 


1 )' 2 cos -J 


1)1 2 cos d(^ , 


y — (y- — 1)' 2 cos 9 
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la détermination qui, dans les conditions signalées plus haut, possède 
un argument compris entre — r. et -f- . cela reviendra à multi- 
plier le second membre de celle égalité par , et, par suite, on 

aura la formule : 


(432) 



1)' ^ cos .pl" (/ .p 


avec la convention ci-dessus. 

De la Ibrimile (432) ou (432 ) il résulte avec évidence qu’on a : 
(433) 1’,. (1)=- 1. 


(7esl la propriété (ju’on avait annoncée plus haut pour les polynômes 
de Legendre; elle appartient donc aussi à toutes les fonctions de 
Legendre, l^st-il besoin <lc dire (|u’clle j)eul se démontrer, pour les 
polynômes, d’une fa<;on tout à fait élémentaire, indépendamment de 
la formule de Laplace. 



Dans la formule (432) remplaçons 9 par une nouvelle variable 
/ délinie par : 

(434) > — ,v -j- ('ji — 1)1 cos p. 

Il vient : 


(435) 


:£n (;A = 




À» (1—2 À;x + jy 2 </ À. 


L’argument de À est déterminée par la condition (juc À = a pour 
'P ~ ; on a pris en outre : 

- . 

(I — 2 X a -f- ^ (ui — 1) 2 sin 9. 


Le chemin d’intégration est ici un segment rectiligne. 
Posons : 


■J. — cos 0 (éq. 426). 
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et plaçons-nous dans le cas où 0 est réel, el compris entre — — 

et conditions, on a : 

(■/- --- \y^ _ / sinO , 
et : 


(cos 0) 



1 

— 2 À cos 0 I X-)~i></X. 


Le chemin d’intégration est le segment rectiligne (|iii va du point 
au point e"' . Or on peut le remplacer par le segment de circon- 
férence ayant les mêmes extrémités, et ])assant par le point À - 1 , 

car la fonction à intégrer reste régulière dans l’aire délimitée par ces 


deux chemins, sauf aux deux extrémités, mais cela ne provcxpie 
aucun inconvénient ; il sulîil d’isoler ces deux j)oinls par de très 
petits arcs de circonférences ayant ces points j)our centres, et d’en 
faire tendre ensuite les rayons vers zéro. 

En cheminant maintenant sur l’axe de circoiiféience | À | — 1 , 
nous |)Oseions : 


A — - (’ 


et il viendra : 


(cos 0) 


V" — 





1 


|2 (cos (.) — cos 0)1''^ 


c’est-à-dire : 




•£„ (cos 0) 


v'7 ç* <•<>«("+ ÿ)'"-' 

_ \ __ 


(cos 


CO s ())2 


(>ette formule est celle de Melher. 

La démonstration est un peu plus longue si 0 n’est pas réel, à 
cause de la déformation du contour dans rexj)ression (4{tr>). 

Sur la formule (43()), il est évident (|u’on a : 

(437) îu (cos 0) = (cos 0) , 


c’est-à-dire : 


■in (“) — {'/)■ 
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Cette propriété essentielle résulte aussi, plus simplement, de la 
la remarque suivante : 

Revenons ù la forme (430) de ifn , et développons 
sous la forme : 


1 

(/ _ u)"+« 


(4:«) 


\ 


|/ — 1 — (u — = (/ — I)-"-' X 




ce (|ui est licite j)our 


t — 1 


«< 1 . Pour éviter toute difficulté. 


nous supposerons que C est une circonférence de centre / = 1 , 
et de rayon 2 — ê , et nous supposerons que le point a est à 
Viiitêrieur de cette circonférence, ou plus précisément à rintérieur 
d’une circonférence concentrique du rayon un peu plus petit, 
2 - j — f' , ( £ et s' sont deux nombres positifs arbitraires et 
petits). Dans ces conditions, l’inégalité précédente est certainement 
assurée, et le développement (4, '18) est valable. Transjmrtant dans 
(430) il vient : 


i.. M == //'.riy+f j ' + (« + O '7-^:1 


(( -- 1)" 

(/J -j- 1) (n -f- 2) /u — 1 


1 . 2 


, (/} i 1) (n -é 2) . . . (n + f)) /;/ - 1 y' | 

+ iTir:::}. VT=n) +■■■)"'• 

Le terme général tle ce développement est : 

(a_l)e („ 4- i)(„ 4 . 2) ... (n + p) Ç (/ 4 - !)'•(// 

/>! 3 .: (/-!>’+' ’ 


2''+«j7: 


et la formule de (!lauchv nous donne aussité)t : 


: (/ 4 - 1 )« (// 2/4 (iP 

)r (/ — !)/»+> p! lltP 


iO + . 


ce qui, vu la détermination précisée antérieurement pour / -i l , 
donne de suite : 
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On a ainsi : 


(439) 


4 - 


!f„ (fx) = 1 4 - n (n 4 1) 

(n — \ ) n (n + 1 ) (ii 4 2) ^ — l y 


{2\y- 


+ • . . 


(«--/>»+ 1) . . . (/f — l)n.(/, -I- i)(/, 4 2)... (n 4/0/'4- ^ V 

(/>!)-■ 

4 - ... 




et sur celle expression, ([ui du reste s’exprime inimédialeinent par 
une série hypergéoinétrique, on reconnaît (pie l’échange de n en 
— n — 1 laisse invariable le résultat. D’où la formule : 


(440) 


‘Ü/J (4) Üi-H-l (4). 


Le problème de l’hémisphère, face plane en avant. 

Nous sommes maintenant en mesure d’aborder la belle solution 
(pi’a donnée M. Zeilon (loc. cil. j). 1>Ü). 4 désignant toujours le 



potentiel auijuel le problème a été ïamené, les conditions sur la 
surface sont : 


() ^ 

l ■ — U (à l’avant, pour .r — 0 r ~ s ^ a) 

(^ 41 ) 

f = 0 (à l’arriére, pour .r << 0 r ~ a). 

On voit immédiatement que la fonction : 


(412) 



18 
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d O 

est cotnine f, une fonction harmonique, déduite de comme 

0 «17 

Ta été de ,p dans la formule (419), et cette nouvelle fonction 
harn)oni(|uc vérifiera évidemment la condition : 


(443) 


/. - - 0 


sur les (leux frontières, puis(|ue la dérivation par rapport à r sur la 
face j)Iane à l’avant, se fait dans ce plan même, où 


il. 

0 .r 


reste 


constant. 

La fonction / possédera naturellement des singularités sur la 
frontière du domaine, c’est-à-dire ici, de toute évidence, sur la circon- 
férence qui limite la face avant. Les coordonnées toroïdalcs vont 
nous permettre encore de construire cette fonction. 

La même inversion (ju’on a utilisée au chapitre précédent montre 
que le domaine extérieur à l’hémisphère actuel jieul être obtenu en 
faisant varier l’angle a , des coonlonnées toroidales, entre les 



3 - 

limites a () (correspondant à la face avant) et a ; (corres- 

pondant à lu face courbe à l’arrière). 

Or. nous connaissons immédiatement un grand nombre de 
fonctions, luirmonùjues dans l'espace B; , et qui s’annulent pour 

a O et a qucl que soit : il sutlit de penser à la 

variable complexe ^ , dont toutes les puissances fournissent, 

par leur partie réelle ou leur partie imaginaire, des fonctions barmo- 



niques; a et h étant les coordonnées polaires de la projection 
M'i de M' sur le plan CO; , nous avons : 

(C -1- l;)'* — 

Nous en concluons, en prenant des valeurs particulières pour n , 
<|ue les fonctions ; 

(444) /,'A:5 sin . /H^'sini^. ... 

t J t) 

sont des fonctions harinoni(|ues, s’annulant toutes |)oiir 

a 0 et y. — 

M 


Au moyen de ces fonctions j)articulièies, nous allons pouvoir en 
former d’autres, jouissant de la même propriété, mais qui soient 
liarmoni(|ues dans l’espace Oxyz . Pour cela, il sullit d’utiliser un 
théorème de lord Kelvin, dont je vais rappeler la démonstration. Ce 
théorème est le suivant : 

Si l’on a une fonction harmonicpie, ex|)rimée en coordonnées 
polaires /• , 0 , , soit /'(r, 0, ■]>) , la fonction ; 


/■| 




où k' est une constante (pielcomjue, est aussi une fonction harmo- 
ni(pie. Le second memhre fait intervenir ce (pi’est devenue la fonction 
f (r , 0 , '>) par une inversion de centre origine. 

Il suflit évidemment de démontrer le théorème pour k -- 1 , et 

pour la fonction : 


(445) 


/■2 -- 




Or, comme on l’a déjà rappelé, l’équation de I..ai)lace, en coordonnées 
polaires, s’écrit, |)our la fonction / (r, 0, l) : 


(446) 


. <) /' (Z- . " . !-) \ + /,i„ „ ) 

^ <)r V dr / sinO <) 0 \ 0 0/ 


4- 


0 r 

1 i) 


sin 0 d-l \ sin 0 


(^ 


1 o/’(/-,o, 4 ) 


0 4 


= 0. 


Pour écrire (jue /"j est harmonique, il faut donc former tout d’abord 
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-IA. y Or, on a, en réservant les notations 4-^ 
dr \àr / or 

pour les dérivées prises par rapport à r dans /"(r, 0 , •» , 






(r> U±\-^l 0 . ± ( 'r'"’ 0 

\ <' /■ / r* () r r-' ô r- 


Le(|uation (|iii exprime que /a est harm()ni(jue sera donc, en 
reinpla^’ant y par /*' : 


.... OA y) /, I 0 

TP ^ Or'i sinO 00 V ■ 00 


, 1 0_ / 1 , 0/ (P. 0, ■» 


siiiû 0 *]/ V sin 0 




Or, au racleur r' près, et à l'échange près des notations, il est visible 
que cette è(|iiation coïncide avec (440). ce qui démontre [le théorème. 

Ceci posé, revenons à nos fonctions (444). Un calcul simple, 
utilisant les formules de transformation déjà employées 


(447) 


X fl a 


-h - - «)- 

4 


4 ai 

i (:; + 


conduit à l’expression 


; + i ; 


r- — O- — 2 / a X 

o)- ■ 


Ia‘s fonctions ti" sin n a signalées plus haut sont donc fournies, 
à nn facteur constant près, par la partie imaginaire des fonction 

t 

I r* — U- dz 2 i a x T” 

” L •r’* -b î/* + (' - ^ 0 * J 

(|ui sont harmoni(iues dans l’espace (; y, O(') î elles correspondront 


tl) Hion tMilciuUi r dêsij^iu* ici \ .r* -f i/* -h r* , et na plus la même si^nilication que 
dans le courant de la démonstration du théorème dt' loni Ktdvin. 



donc à de nouvelles fonctions harmoniques construites au moyen du 
théorème de lord Kelvin ; et ces nouvelles fonctions sont évidemment 


1 r r* — g* ±: 2 / g "l" 

yV -h 1/2 + (r — a)2 [ .r2 -|- if- -f (r - o)2_ 


puisque l’inversion (447) ramène le second facteur à l’expression 
(harmonique) (C 4 - i ;)" • 

Nos fonctions élémentaires que nous utiliserons, seront donc les 
parties imaginaires d’expressions telles que 


(lii 


[r2 — ■±: 2 i ar|'' 


4- i/2 4- (r — af- 




ou, d’après les explications antérieures, nous prendrons 

2 4 


Introduisons les coordonnées polaires (s, y) en projection sur 
t/ O Z, c’est-à-dire posons 

y s sin y, r = s cos y, 

alors 

[r2 — ± 2 / 

li„ . 

[r‘ 4- O- — 2 as cos y)""^^ 


Kn intégrant |)ar rapport à y , ou aura un potentiel plus 
général, 

fl 

H„ — [r- — o2 3 t: 2 i a .r]'» \ 


1 


. 0 (r2 -f- a2 — 2 a s cos y) 


fonction harmonique dans l’espace (r, y, z), et qui possédera 
visiblement la même propriété que celle dont nous sommes partis, 
concernant son annulation sur toute la surface de rhémisj)hère pour 
les valeurs convenables de n. 

Passons maintenant aux cordonnées toroïdales. En négligeont 
un facteur constant, H„ se réduit à l’expression suivante : 


(448/ hn 


V 


Ch [i -)- cos a e' 


C 


V 


0 (Ch H 


1 

Sh P cos y )"^2 



sur laquelle la propriété rappelée à l'instant est, plus encore, en 
évidence. 

Or, en posant 


[X Ch fi et (a* — 1 )" 1 Sh fi , 

le radical étant ici arithmétique puisque fl étant réel, on a a ^ 1, 
nous voyons apparaître l’expression : 


(449) 




1 

.’o la - (u^- l)-i COSvl 2 


Or la rorimile de Laplace, sous la forme (4.‘12'), permet 
d’écrin* 

1 C- ' 

(y) ' "•) ^ \ — O ~ v)'* V 


et par suite ici, 

Mais la i'o’ inule (440) donne 


1 

— Sh [1 cos y)" 2 (I Y 


ip 

hi 


t n i , 


donc il vient 


1 t’2- 


:fn (Ch fl) ^ ^ 


(Ch fl — Sh fl cos 7)"^2 


Donc, en revenant à /j„ par la formule (44S) : 


(•^•d) ™ 2 t: (Ch fl f cos a)'^ c"''* 1 (Ch fl) 


En outre, d’après ta formule de Mehler (436) nous pouvons donner à 
(Ch fl) l’expression : 

2 


( 452 ) 


^^.-HCh P) 


V 2 


Il f" 

^ .U) 


cos n (.) d (O 


(cos O) — Ch fi) 


1 2 


C’est 5 l’aide des expressions /i" 


, que l’on va parvenir à 



l’expression de la fonclion harmonique / cherchée. Il faut retenir 
que seule la partie imaginaire de lin est à utiliser. 

La condition que la pression totale soit finie, va nous permettre 
de limiter le nombre des fonctions /?„ à considérer. Cette pression 
est fournie par la formule (3()1) où l’on doit intégrer sur la demi- 
circonférencce qui engendre la demi-sphère dans sa rotation 

autour de o.v . .v désignant toujours la distance à l’axe o.r , il 


faut donc que 


09 


O.r 


soit intégrahle par rap])ort à s . Or, sur 

la face arrière on a a = - * ~ . ^ fii d’api ès la for- 

mule (398); S'j est décrit en faisant varier [i de -f" «d à — à 

/ O9 Y 

cause de la symétrie par rapport à o.r , il suffit ici que ( ■ j 

soit intégr;d)le lors(|ue s varie entre o et a . Or, d’une part, on 

voit immédiatement (lue o — .s- est comiiarahie a 

pour [i + 00 . D’aure part, dans h,, le premier facteur devient 

1 

infini coniuie (('h ; le factcmr î' j (Ch [i) peut, d’a|)rès (450), 

recevoir la forme 

iV-’ ~ V)” ’ 

2 -• ,'<> 

et comme les valeurs -rr , -;r , ... adoptées jiour 11 sont supe- 

O t) 

1 f- 

Heures a , on voit que l’intégrale est finie, et que 

1 

> (Ch [ 1 ) .se comporte comme (Ch [i )"'2 . Donc, en définitive. 


lin devient infini comme ((>h H)" , c’est-à-dire comme 


1 


II 

â 


(a — .s)' 

Ceci posé, prenons la fonction / construite comme une comhi- 
naison linéaire de fonctions /?« . Soit N le plus grand indice 

employé pour ii ; / /• ^ 


deviendra donc infini comme 


1 


N 


, donc 


(a—s)2 


<) X 


sera de l’ordre de 


/ N \ 

carré restera intégrahle si l’on a ^ — 1 ) <C 1 , c’est-à-dir 


1 


(a — .v)2'’ 


, et son 


-dire 
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Ceci limite à quatre les valeurs possibles pour n , à savoir : 

1 1 9 1 
” — 3 ’ 3 ’ ^ ’ 3 ’ 

Mais la condition ci-dessus n’est pas sutlisante. En effet, dans 
rétablissement de la formule (301) qui donne P , on a fait 
intervenir certaines intégrales étendues au côté de de la 

méridienne située à l’avant et nos raisonnements exigent implici- 

/ ()^ \2 

lernent que ces intégrales soient finies, c’est-à-dire que 




soit 


intégrable sur la face avant S'| . C’est naturellement ce qui se 

() 'P 


passera de soi-mème lorsqu’on se sera arrangé pour que 




soit 


égal à IJ à l’avant, mais cette condition n’est pas encore satisfaite, 
et ce qui suit est nécessaire pour (|ue la condition jmisse devenir 
vérifiée. Or, si nous nous plaçons sur la face avant, on a a -i- 0 , et 

Sh {i 


par suite .s 


a 


(^li [1 “f* 1 


, c’est-à-dire s 


a 


« Ih Y 


et 


a e 


a 


s Z:.- 


— , expression qui s’annule seulement comme . 

Ch 4 ^ ‘ 


En continuant le raisonnement comme sur la face arriére, nous 

N 

voyons qu’il suflit simplement de remplacer — par N , ce qui 

nous conduit à 2 N < 3 , et nous donne 

3 4 

/I , .J 

comme seules valeurs à considérer. 

En retenant (jue nous n’avons affaire qu’à la partie imaginaire 
des fonctions /j„ , nous voyons (|ue nous devrons adopter pour y 

une expression de la forme 


(4ô;i) 


\ 


y = y Ch fi -|- cos a X 
2 a . . 4 


I j A, sin n (Ch [1) -f A, sin [î-i (Ch [i) i 

\ O () t> C ; 


A, et Aj étant deux coefficients à déterminer. 

Nous définirons ces deux coefficients en revenant à la fonction es , 
et en exprimant qu’elle satisfait aux conditions non encore réalisées, 

Ô9 


à savoir : 1® la condition à l’infini, 2® la condition 

1 


ô X 


U à l’avant. 


^ doit s’annuler à l'infini comme — , donc 

‘ r 


0 'P 

àx 


comme 



COS 0 


; et 


/■ l J • 


2 cos 0 

comme = — ; et y 


par suite, comme ^ . Or, en coordonnées toroïdales, les 

points à l’infini correspondent à a ~ , [i -- 0. 

Dans l’expression (45ii), le facteur y + cx)s y. s’annule 

comme ~ (formule 400); il faut donc que la parenthèse qui vienj 
en facteur s’annule encore pour ces valeurs de a et fi . Cela donne 

A, sin AA (1) + A., sin (1) — 0 , 

(i “ «» () 


c’est-à-dire, à cause de (43îi); 


A. A, , 


moyennant (juoi on a 


y = A| y/ Ch [i -f- cos y X 


(454) 


sin n (Ch f0 + sin ^ ’i-i (Ch fi) 
<1 2 () 


Pour repasser de / à , on a la relation : 


ù / 0 9 \ 
’ à /• \ () a* / 


O V 

Calculons la valeur de sur la face avant (a = 0) .Nous 

savons déjà que y est constant, (^alculons-le simplement au 

centre de cette face, c’est-à-dire à l’origine. 

Pour cela, il sulïit d’intégrer le long de l’axe des v , le long 
du(juel on a x --rz r , en parcourant cet axe de .r = 4- ^(fi = 0, a = r) 

à .ri:-0(fi — 0, y=:0) . La formule (398) .v Ch f^ + ^cos a ' 

montre que fi sera nul tout le long de cet axe. Mt comme / e.st 
nul au point à l'infini sur ox , on aura 

/do\ f''=" (/>.„ 


/<>?\ ^ f ''=" Mî 

\ 0 .f /(a=;i.=:0) J .r— +x a* 


Mais, le long de o.r , on a (f. 399) : 


sin a , a 

a -j — ; = « tg TT , 

1 4- cos a ® 2 


X 
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donc 


(lxz~ 


ad 01. 


2 cos2 -:t 


U 


() O 


D’aulre pari, la valeur de au point O doit être égale à 

U ; il vient donc régalilé 


sin 


2 « . 4 a Vl 4- “ 

— n(1) + sin — *(1) 

■’ '■ J 1k4 ; 


2 COs2 


ou en siniplitiant, 

^ 

U - 2 A. V “ \ CO^' *77 <‘<>S '-T d a , 

J(» 2 .s 


d'où 


(4r)8) 



(Leei détermine complètement la ronclion / . Il est aisé de 

vériller a poslcriori (|ue cette l’onction satisfait bien à toutes les 
conditions imj)osées. La principale ap]>lication de son calcul consiste 
dans la délerminalion de la pression totale P du liquide sur 
riiémisphére. D’après la formide (d()l) que donne ici P , il sufîil de 



connaître la valeur de 


l) 'v 




en tout point de la face arrière. C’est 


encore la formule (45ô) qui nous donnera cette valeur; mais celte fois 
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il faudra intégrer par rapport à r le long d’un rayon vecteur, du point 
à rinfmi 0 = 0, a = n) au point sur la sphère r — a -- ^ 

sur laquelle [1 peut prendre toutes les valeurs. 

Le long d’un tel rayon vecteur l’angle .roM— 0 garde une 
valeur fixe, el l’on a 

s 

[a () 

^ ’ 

c’est-à-dire, à cause des formules connues (398) el (399) 

a Slî fi (I sin a 

■** (3i fi -f cos Z ’ ■* (ih fi -|- <’f>s y- ’ 

(457) Sh fi sin y Ig 0 . 

On aura ensuite 




• V ~ 




la fonction à intégrer étant prise sur le rayon lixe o ni . (iomme 
X ■=-. r cos 0 , on aura sur le rayon : 


(I r d X 
r X 


cos a , 

— d y. - 

sin y 


Sh fi (/ — sin a d a 

(3i fi -)- cos y 


Nous garderons la variable / , et nous remplacerons fi au 

moyen de (457), qui nous donne d’abord 

, cos y tg 0 d y 
Ch fi 

Hemplaçant et simplilianl, il vient, sur o/n , 

d r d y 

r (ih fi sin y 


On aura donc, en tout point de la demi-sphère arrière. 




Ch fi -f“ 


X 
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[sin 


^ (Ch fJ) 4- sin 


3 


3 


(Ch fi)] 


Ch P sin a 


formule dans la(fuelle Ch p devra être remplacé au moyen de 
a , par 

(3i P — V ï 4" ® Ig' ® 

d’après l’équalion (457). A, aura naturelleinenl sa valeur (456) 

Pour avoir la pression totale P , il ne reste plus à effectuer (jue 
des calculs purement numériques, sans autre difficulté que leur 
longueur. M. Zeilon trouve le résultat suivant : 

f = 0,622 t: c «2 iji . 


Ce résultat est sensiblement le même (jue pour riiémisplière placé la 
face en avant, (’omnie les précédents, il est notablement trop élevé. 



CHAPITRE XX 

CAS DU FLUIDE LIMITÉ — APPLICATIONS 

CONCLUSIONS 


Les coiisidéralions des paraj^raphes antérieurs j)euvcnt être 
étendues au cas d’un Iluide, non plus illimité, mais contenu entre 
des parois solides, ces dernières étant telles (fu’un mouvement 
permanent du corps en mouvement soit cependant possible. J’ai 
donné des indications sur ce sujet dans une note aux Comples-rcndm 
(lévrier 1927, tome 184), et (juekpies développements dans un Mémoire 
du Journal de Malhêtnaliqnes (9'‘ Série, VH, 1928, tome I du Jubilé 
de MM. A. Appki.i. et E. Picahd, p. 429-452). 

Nous ex[)()serons ici l’exemple de la placjue plane mobile avec 
une vitesse U dans un Iluide limité par un mur rectiligne et 
occupant tout l’espace d’un seul côté de ce plan ; nous admettrons (|ue 
la plaque a une direction perpendiculaire au mur, et (|u’ellese déplace 
parallèlement à celui-ci. 

Il revient alors au même de considéier le Iluide comme illimité 
dans tous les sens, en plaçant dans le Iluide deux plaques identicpies, 
symétriques par rapport au mur. On a ainsi la disposition indi(piée 
par la ligure ci-jointe, où l’on remanjuera que, en vue de simplifica- 
tion d’écritures ultérieures, on a changé les rôles (pie jouaient les 
axes ox et oij dans les paragraphes antérieurs. 

En posant 

U 


(458) 


H! [ç(„ 


la fonction s étant la fonction classicpie de Weierstrass, construite 



avec les demi-périodes (->, et r. .{ 


, et B et C étant 
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des constantes réelles convenables, on fera correspondre conformé- 
ment entre elles les aires représentées par les figures ci-jointes dans 
les plans r, Z et n. 



On trouve facilement (|ue, en vue (rassurer la symétrie par 
raj>p()rt à o.e dans le plan r , il snftit (!<> pnMidre : 



et, si / désigne la largeur eommune des deux lames on aura : 


(4(M)) 




2 B\ 



Les notations (pie nous adojitons ici sont celles du Traité des 
Fonctions Ftliptù{nes de Tannkhy et Molk. On sait (lu’avec ces 

notations \ e^ — e., est une (piantité négative. On choisira donc 
B [lositif. 

Ceci [)osé, le potentiel i dont déjieiul la construction du pro- 
blème hydrodynami([ue, doit satisfaire aux conditions : 





= U, sur l’avant des deux lames ; 



= 0 sur l’arrière ; 



= 0 à l’infini. 


En posant : 

( 461 ) 

ceci revient à chercher 


()'i 


( 4 ( 52 ) 


( 4 ( 5 : 5 ) 


^ <'// 
I '' 


_ t' 

(Ü-' 


? --- 'fl* 

fel (|ue : 

: 0 à l’avant ; 

: à l'arrière : 


~ - 0 , - - (^ *• l’infini, 

o.r d{/ 


Aj)pelanl comme d’hahilude ■]/, la fonelion conjuf»uée de f, , 
et posant : 


( 4 ( 54 ) 

puis : 

( 4 ( 5 .')) 


<l>, 


/■| (-) 


Æ. 

dz 


ri 


'’ri 

dx 


' î'i’ 




on \()it ([u’il va s’aj'ir de construire une lonelion analyliipie 'l*) (z), 
<lonl la partie réelle, ou la partie imaf'inaire, soit léelle sur telle ou 
telle j)oi lion des IVonlières du domaine. 

Passons du plan z dans le plan Z ; posons, sur les frontières, 
Z - : ou Z c''', (0 <C 0 < 2 -). Le prohlème est alors ramené 

à trouver une fonction de la variable Z , telle fpi’en désignant par 
A-f/B et A' -f / B' les valeurs ((u’elles prend respectivement 
sur les deux fonctions, on ait : 

B 0 , B'-" 0 pour 0 <;; 0 < :: 

A — 0 , A':^^-() pour t: •< 0 <; 2 r. 

Ces conditions sont de la forme : 


( 4 ( 56 ) 


O A + /; B ^ 0 
a'A'+ //B'-^O. 
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avec 


^ a -- a' ==■ 0 

I h // =: 1 

, (i =:= M' 1 

I h 1 --- // :^:^r () 


pour 0 <C 0 <C /I 
pour z<:h<i‘2r.. 


Ce problème appartient à une classe de questions que l’on sait 
résoudre (cf. H. Villat: Sur un problème généralisé de Hilhkrt, 
concernant les fondions anahjtupies. (Congrès des Sociétés Savantes, 
Poitiers, avril 192()). 


On 


reniar(|ue d’abord (jue l’expression 


log 


a — / h 
a + i h 


prend sur 


la lame r les valeurs 



et 0 , à l’avant et à l’arrière en 


choisissant convenablement la détermination du logarithme. Formons 
alors une roiiction F (Z) délini dans la couronne et dont la partie 
imaginaire sod égale, sur P , et de même sur P' , aux valeurs 
précétlentes. L’application de notre formule (29) (page 20 du présent 
volume) donne de suite : 


'•■ (>'■)= jl' ( - -'.f ) : ( fr ^ 

tH': i ■ -T- ) M ''-K Z ~ . 


La condition (10) <le régularité est vérilièe d’elle-mème. Ceci 
s’écrit immédiatement, d’après (458) : 


1 . “J (»' — ' ” 

I- (/.) - lof. 


l) I ^ 1 . 


+ X 


l) 


(j;( n 


Si l’on considère alors la fonction : 


(467) 


‘l>o (Z) 


. *■ . /-J., (// — •••,)<î U 

le ■ ( V / 

\ (J (;j (.i|) «7., U 


on vériliera sans peine (|u’elle satisfait aux conditions (4(’)()). 

Nous déduirons donc de ce calcul une fonction satisfaisant aux 
conditions (462). mais (|ui n’aura aucune raison de satisfaire aux 
relations (4t)5). 

Pour parvenir à satisfaire également à ces dernières, observons 
(jue si 'l',, satisfait aux conditions (462), il en sera de même de 
l’expression 4^, x y (2) nous désignons par •; (^) fonction 

définie dans la couronne, et qui soit réelle sur tout le contour de P 
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et de r' . Une telle fonction y (2) , comme cela est bien classique, 
ne saurait différer d’une constante si elle ne possède pas sur les 

frontières quelque point singulier. Or, ici les points singuliers qui 

s’imposent manifestement sont les points correspondant aux 
extrémités des deux lames, c’est-à-dire Z — ±1. Z— oubien, 
dans le plan ii, « irr 0, o).„ <t>i, id^. 

Dans ces conditions, il va être facile de former une fonction 
Y (Z) ayant les propriétés voulues. Des formules élémentaires 
concernant les fonctions C et Ca (cf. notamment les lormules, 
32, 45 cl 49), on déduit de suite, que la fonction ; 

U, C U 4- Oo C (u — ‘'* 1 ) — — “ ■'■|i 4* “f- < ^2 

où Ui, Oj, Cj, Cj, sont des nombres réels, a sa j)arlie imagi- 
naire coiislanle sur r et sur . 11 en sera de même pour 

l’expression : 

(1^ (u — ( 1 ) 3 ) 4" i ^ 4“ '"‘•î) ■ ’ ^'1 4" ^^■( 4' 


et par suite pour la somme, à laquelle 011 peut donner la lorrne ; 

U, Il «2 Il -h O;, C.T O + 0.i C 2 II — (>i f,i — 0;t \'t — (’i On 4- Ii:.) 

Oi 4- «2 4- (h 4* <h 


(.1, 


r,( Il -1- I (V. 


On [)eut s’arranger pour ijiie celle fonction soit réelle sur 1' et 
sur r' . Sur P (0 -< 11 < 2 (.>,) , cela donne : 

(i':i H- (h) \'i = i 

Sur P' en faisant 11 = <.>3 -|- d (0 -< u < 2 t»,), on trouve la 
condition : 


(ll| 4“ 4~ 0 ;i 4* O}) ( \3 '* ) 9, 

c’est-à-dire à cause de l’équation (19) : 


«i + fl., 4- <h 4- «i 9. 

Finalement, on voit donc, en changeant légèrement les notations, 
que la fonction : 

(468) 7o (Z) A„ Il -h A, u -f A^ C2 II -f- A3 !;3 « -h C, 


l'j 
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avec 


(409) A() -f- A| -|- Aj -j- A'j ■ ^ 0. 

où les A et (!) sont des constantes réelles, vérifie toutes les 
conditions énoncées pour y (Z) . 

Nous allons maintenant constater que la roncfion ‘I', que nous 
cherchions peut s’exprimer au moyen de 'l*,, et de y,, sous la forme 




•I' 


(I I II 


moyennant un choix convcnahie des constantes (jui interviennent 
<lans cette expression. Par des transformations faciles, (lu’on peut 
tirer des formules (40), on met '!•„ sous la forme : 


/ / 7 // n.. Il 

\\ '7, Il <7;, U 




■: Cte 


l’^n faisant rentrei- le facteur constant, dans les coefficients de y^ , 
nous posci'ons donc : 


(47t)) «h, (Z) 



Il '7., Il 
Il -T.i II 


A„ Il t A I ’C , // -h A.J Il 4- A;, î;! Il 



Voyons (|uelles conditions il nous reste à réaliser : 

1" Il faut <pie le mouvement soit symétri(pie par raj)port à l’axe 
<>{/ du plan r , et (pie la pression totale soit finie sur chacune des 
deux lames (cf. (^hap. XVll). 

2" Il faut satisfaire aux conditions ( fti.'f) à l’infini, ce (pii revient 
écrire (pie : 


(471) «l'i - i U pour II = —■ 

Pression totale sur V . — D’après la formule (349), la pression 
totale sur V , si I' était seule dans le fluide indéfini, serait : 


(472) 


lu 4^r 

r Jarr. dr 1 L O IJ J 


(tx 


on l’inU'grale est étendue à l’arriére de I' . Ainsi qu’il résulte des 
calculs (pii ont été développés à cet endroit, le résultat provenait de 
de ce (pie, dans la formule (générale même si le fluide ne s’étend pas 
à l’infini dans toutes les directions) : 



(473) 


;Ry 




Part irelle de 


2 


cf>nlour (ic‘ V 




Dans le cas du Iluide indéfini, on a constaté alors (jue l'intégrale 
curviligne ligurant au second membre était nulle, ce (|ui donnait 
l’équation (472). 

On peut constater qu’il n’en est plus ainsi dans notre problème 
actuel. Cependant, retenons (pie l’on peut modilier le contour auquel 
on applique la dernière intégrale, sans changer la valeur de celle-ci, 
dès (pie, dans la dérormation pour passer du contour de 1' au nou- 
veau contour, on ne rencontre aucun point de f' , ni le point à 
l’inlini. Il en ri'siilte donc que iR,/ sera fini, dès que rexjnession iR’ 
l’oiiini par (472) le sera elUî-mème; il est donc nécessaire que 

— uj soit intc(jr(ihle sur la face arrière de r (et de 1' ). 

Mais d’après ( tfiô) et (4()1), on a : 


U- 



Part. imag. «I», = 7 ('I',) 


Donc il est nécessaire (pie : 



d£ 

du 


soit intégrable par lapport à u dans riiifervalle <-•, 2 qui 

correspond à l’arrière de r 
Or on a, sur 1' : 


d^ 

du 


in\p 




P» P —) 


i H 


pu 


2 


cette expression s’annule comme (u — <•.,) , ou comme (u — 2 o,) , 
pour u - (O, , (ni 2 <.)| . D’autie part, dans l'expression (470) de 

ff», , le crochet devient infini comme -- — — , si A,, ' 0 , pour 

u — 2 <o, . Pour , si A, ^ 0 , le crochet devient infini 

comme — — . Quant au radical '1*',, (jui figure en facteur, il 

/■ 

s’annule comme s/u — 2 pour u — 2 o», et il devient infini 
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comme — pour u ~~ o)| . En conséquence, si Al ^ 0 , 

SJ II — 

rintégrale considérée deviendra infinie, à cause de la limite o>i de 
l’intervalle. 

11 est donc nécessaire de prendre A| = 0 . 

Un raisonnement analogue pour la paroi T' conduira à la 
condition =: 0 . 

La relation (4t)9) donnera alors A(, + A^ ~ 0 , et la fonction yo 
placée entre crochet deviendra : 


Y„ = A„ (C» - 11 ) -{- (' ou bien (éq. 50) 


Yo 


// Il 


M) •> 


2 (/III — l'j) 


Ao 


(T| Il (Tj II Ç., Il 
(T-* Il Il 


- A '^1 " ” 

ç II (Tj II 


De sorte qu’en mettant P cl Q à la place de A,, et , il 


vient 


(474) 




Al » gn » 

V 5 II (Ta II 


-f Q 


-T II (Ta 11 
<J| Il 9;, Il 


Maintenant occupons-nous de la symétrie rappelée pi US haut. Si nous 
changeons ii en ii -f- <•>-, on voit de suite, ipie les formules (458), 
ipie nous [lasserons <lu point de I’ au point de P' , qui lui est 
symétriifue jiar rapport à l’origine du plan c . Sur la face avant 


(0 


II 


i) 'l’i 


, , . , () Oi , , , (>9 

se réduit a cest-a-direa — ^ 


(Pc 


àx 


et aux deux 


[loints symélriijues, les deux valeurs de 'l*, doivent donc être 
opposées, |)uis(|ue les vitesses doivent être symétriques par rapport 


il 0. 


Or on trouve sans ditïiculté que la transformation de ii en 
Il -j- <.>;j transforme «1», en : 


1 O, Il <T;, Il 
e, — e., a ii «j u 

Celle quantité doit être égale à ; 

/ g| » ga » _ Q . / g ^ gj » 

^ 9 II (Ta II V 'ïl M «3 M 



/ . (î 11 Ga II , ^ 

(e, (•;,) = [- Q 

G, Il G-, Il 


v/ 



d’où la condition unique : 
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Q-- 

<l>, P 


P y'C| — , et l’expression de 


[v 


<T| (I »i., Il 
«J II 'T., Il 


/ 


V <’i — <’;t y/ 


<î II Tj, Il 
< 7 | Il (T;( Il 


hlnliii nous achèverons la détermination de 'l>| en explicitant la 
condition (471) à l’infini. 

Le calcul, dont on trouvera le détail dans mon Mvnioiir du Journal 
de Mathômal dînes (\9'2H) condml, en éci ivïint que «l», prend la valeur 

i r pour II , à la condition ; 


U 


\/2 (e^ - 


D'où finalement : 


(47")) 'l>| 


1 ' . / •’l " . ,, v,i. i 

I (r. - - e.()’ ‘ V V *^1 " " ) 


!') . ((’ 


V2 


(lalciil de la pression lolale sur une lame. — Poni* pins de clarté, 
reprenons le calcul (jui conduit à l’exprc'ssion de la résistance sui- 

, à 'v 

clia(|iK* lanu*. Par exemple*, sur r , en posanl //' — 
la pression p sera donnée j)ar : 


1 Pi i V i>' ^ (ii'i -P ... à l’avant 

" / ' 

' P J P LJ // — ^ ■ l’arrière . 

Les conditions imposées de v entraînent d’ailleurs : 


// IJ ... à l’avant 
n' =r 0 ... à l’arrière 


de sorte que ; 


/), =: ÿ (U* - 

Pi = f U w' — Y U* . 


19 
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Kt la pression totale sur P sera Tintégrale de p dx calculée 
sur tout le contour de r . On trouve ainsi : 

4- U« r* dx - 4- -4- r* » ' 4- f U T' t^'dx 

2 - Jî, 2 Jt, 2 J:,(av.) ^h,(urr.) 


c’est-à-dire : 


;« = ç l]î / — -4 [ " it’i dx + ç U P // dx. 

2 Jr,(av.> ‘ Jt, (nrr.) 

D'ailleurs, à l’avant de la laine, ii' est donné par la formule (475), 
où les radicaux ont leur valeur arithmétique, et où «l», se réduit 
à II' . Si l’on passe sur la paroi arriére (<.>, < ii < 2 o>i) en évitant, 
dans le plan ii , le point au moyen d’une petite demi-circon- 


férence dans le'demi-plan supérieur, on voit de suite que 


devient - i * le dernier radical étant encore aritli- 

V II 'îj II 

métique ; en sorte qu’à l’arriére, on a : 

U (arr. ) - ^ U 

... AL j I - 4 / - ■’i « 4- (e, — 1 '.,)’.^ 4 ! • 

On voit donc que le calcul de / ii - d.r sera fort aisé, mais 
qu'il n’en sera pas de même pour l’intégrale /' i>' dx où intervien- 
dront des radicaux portant sur les diverses fonctions 'x» . 

Mais on peut éviter le calcul de cette dernière intégrale, par un 
artifice que voici : 

Observons d’abonl que, d’une façon toute pareille à la précédente, 
on peut écrire pour la pression sur la seconde lame P' , pression 
évidemment égale à ;»l , 

.a = P u« / — 4 - T’ r* - 

2 .';,(iiv.) J;s(arr.) 

De sorte que nous pouvons écrire, plus symétriquement : 

2ii{ — ‘2cVU---^\ y* ii'^ dx + r* u'^ dx | 

2 ' Jï,(av.) Ji* ) 

v'dx+V' i/dxl. 

\ éîi(«rr.) Jîj(arr.) ) 


'T j H CT q H 
n II Il 
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Dans le premier crochet du second membre, les deux termes sont 
évidemment égaux, par raison de symétrie. Four nous débarrasser 
du second crochet, introduisons l’intégrale : 

J = jj dt (j .1., (Z) </Z 

étendue aux frontières du domaine annulaire dans le plan Z , dans 
le sens des flèches indiquées par la ligure. Le long des deux frontières, 
dz se réduit à dx , et l’on sait que : 

u' — i v' ~ — / U + '1>,. 



Donc : 


.1 =: ( («■ 

_ / ,/ 


iV) dz=:[ 


II' dx 

+r 


- //) dz 

1 



] 

C' 

m(î»V.) 


.) 




«3 

u' dx -f- [ 

» I* 

i 

i (U 

— //) d Z 

> 



1 




irr.) 




puis(jiie U 

^ V 

. à 

1 l’avant, et 

u' 

rrrO à 

rarrière. 

Donc, 

enfin : 

J 

dx + 


//' dx) 

2 

/ U / - i 



V ' 1 


\ ^ 

/ (HW) 



\ jr. 

.’-n 

/ (arr.) 

Et, par 

suite 









10) 

— . 

- 2 u / — ( 

e' 

n'dx + 

r* n'dx 

C *3 

)(air.) 



Nous en conclurons donc : 


( 470 ) 


2:R = _ c ir-dx- P U7(j). 

Jr,(nv.) 


L’intégrale J se ramenant par ailleurs à un calcul de résidus, 
pour les pôles de la fonction <1», situés dans la couronne, on 

Ce 
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voit que la marche à suivre sera aisée. Il n’y a d’ailleurs ici qu’un 

seul pôle, qui correspond à ii = , c’est le point Z(, = 

On trouvera le calcul détaillé des expressions qui figurent dans 
la figure (47()), dans notre Mémoire cité. On trouve nnalement : 


îA 


p/U^ 

2 



* ’^i ‘":i + - < 




2 



Il est clair (pie la même méthode s’appli(piera à un grand nombre 
d’autres exemples concrets. 

Conclusion. — Nous avons développé, dans les chapilres précé- 
dents, un certain nombre d’exempb's, poussés jusipi’au calcul numé- 
riipie, comme application de la méthode de M. Oseen. Les résultats 
numéricpies, on l’a vu, concordent mal avec les résultats expérimen- 
taux. 11 ne faut pas s’en étonner, et nous en avons vu la raison, en 
discutant les caracléres de la solution générale. Mais, de toule fai on, 
rimpoiiance îles travaux relalil's à ces (piestions ajiparaissail a priori 
comme très grande, tout au moins en vue de faciliter la découverte 
d’une théorie [ilus complète et plus pratiipiement satisfaisante. I.es 
travaux les plus récents semblent confirmer jniissamment celle 
manière de voir, et il y a lieu de penser (pie les résultats expérimen- 
taux trouveront hient(')t une explication, au moins dans certains cas, 
rigoureuse; nous souhaitons (pie le présent exposé puisse faciliter les 
elTorts des chercheurs dans celte voie nouvelle. 








